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Salkowski egrileri,
Antisalkowski egrileri,
Helis egrileri

Ozet: Bu calismada, 3 boyutlu Oklid uzayinda alinan herhangi bir egriden gegen ve
bu egri boyunca ortalama egriligi sabit olan yiizeyler bulmak i¢in yeterli sartlar
elde edildi. Bunun i¢in oncelikle verilen egrinin Frenet ¢atisinda yer alan teget
vektor alani, asli normal vektoér alani ve binormal vektéor alani ile sapma
fonksiyonlar1 adi1 verilen C! sinifindan, iki degiskenli, reel degerli fonksiyonlar
yardimiyla bu egriden gecen ylizeyler parametrik olarak ifade edildi. Bu
ylizeylerin, verilen egri boyunca ortalama egriligi; egrinin egriligi, burulmasi,
sapma fonksiyonlari ve bunlarin kismi tiirevleri cinsinden hesaplandi. Verilen egri
boyunca ortalama egriligin sabit olmasi igin yeterli sartlar elde edildi. Bazi
ornekler verildi.

Construction of Surfaces with Constant Mean Curvature along a Curve in E3
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Abstract: In this study, the sufficient conditions are obtained to find surfaces that
pass through any given curve in 3-dimensional Euclidean space and whose mean
curvature is constant along this curve. For this purpose, firstly, surfaces passing
through the given curve are expressed parametrically with the help of the tangent
vector field, the principal normal vector field and the binormal vector field of the
Frenet frame of the given curve, and the so called marching scale functions which
are real valued C! functions of two variables. The mean curvature of these surfaces
along the given curve is calculated in terms of curvature and torsion of the given
curve and, marching scale functions and their partial derivatives. Sufficient
conditions are obtained to keep the mean curvature constant along the given
curve. Some examples are given.

1. Giris

Egriler ve yiizeyler diferansiyel geometride uzun

Diferansiyel geometride, sabit ortalama egrilikli
yuzeylerin smiflandirilmasi temel bir problemdir.
Sabit ortalama egrilikli bir ylizey, gerilim

yillardir ¢alisilan konulardir. Egri ve yiizeyler bircok
endiistriyel uygulamada kullanilmaktadir. Bu nedenle
ylizey olusturma problemleri, 6zel olarak, verilen bir
egriden gecen ve bu egriyi 6zel egri kabul eden ylizey
bulma problemleri bir¢cok bilim insaninin ilgisini
cekmektedir. Wang ve ark. [1] bu tiir problemi ilk
olarak 2004 yilinda ortaya atarak verilen bir egriden
gecen ve bu egriyi ortak geodezik kabul eden
ylzeyleri elde etmistir. Kasap ve ark. [2] ise Wang ve
ark. [1] tarafindan kullanilan sapma fonksiyonlarini
genellestirerek daha genel bir ortak geodezige sahip
ylizey ailesi elde etmistir. 2011 yilinda ise Li ve ark.
[3] ortak egrilik ¢izgili yiizey ailesi icin yeterli sartlar
sunmustur. Ergiin ve ark. [4] ise Li ve ark. [3]
tarafindan yapilan calismay1r 3 boyutlu Minkowski
uzaymna tasimistir. Ortak asimptotik egriye sahip
ylizey ailesi Bayram ve ark. [5] tarafindan
tanimlanmistir.

*ilgili yazar: erginbayram@yahoo.com

kuvvetlerinin ve dis basincin dengelendigi bir yiizey
olarak dsiiniilebilir. Sabit ortalama egrilikli yiizeyler
ile ilgili bircok ¢alisma mevcuttur. 1951'de Hopf [6],
R3'teki herhangi bir daldirllmis sabit ortalama
egrilikli yilizeyin bir kiire oldugunu ispatlamistir.
Alexandrov [7], R3'teki herhangi bir kompakt gomiilii
sabit ortalama egrilikli yiizeyin kiire oldugunu
gostermistir. Meeks ve Tinaglia [8], sifir olmayan
sabit ortalama egrilige sahip R3'e gomiilii kompakt
diskler icin icsel egrilik ve yaricap tahminlerini
tiireterek bu tahminleri, sifir olmayan sabit egrilige
sahip R3'e gomili tam yiizeylerin kiiresel
geometrisini incelemek i¢in uygulamistir.

Bu c¢alismada ise yukaridaki makaleler 1siginda 3
boyutlu Oklid uzayinda alinan herhangi bir egriden
gecen ve bu egri boyunca ortalama egriligi sabit olan
yuzeyler bulmak icin yeterli sartlar elde edildi.
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2. Materyal ve Metot

[lIk olarak, bu makalede kullanilacak kavramlar
tanitilacaktir.

r:1 - E3,r = (r;, 1y, 13) seklinde bir egri olsun.
Vs € Licinr'(s) # 0 ise r ye regiiler egri denir [9].
Vs € licinr(s) € E3 noktasindaki

dryg
E@>
r(s)

tanjant vektoriine r nin s noktasindaki hiz vektori
denir [9]. A(s) = |Ir'(s)|| ifadesine r egrisinin s
noktasindaki hizi denir [9].r(s)egrisinin teget, asli
normal ve binormal vektor alani, sirasiyla, T(s) =

UG N(s) = B(s) x T(s), B(s) = ~X2

I’ (I’ lIr’ x|
tizere {T(s), N(s), B(s)} ortonormal sistemine egrinin
Frenet catisi denir. Egrinin egrilik ve burulmasi,
sirasiyla, k(s) ve t(s) olmak tizere Frenet catisi icin
tiirev formiilleri su sekildedir [5]:

dr, _ dr,
r'(s) = (d—rt (s).d—rt(s).

, olmak

T 0 Ak O[T
N'|=|[-2k 0 Ar||N (1)
B’ 0 —Ar O0l1LB
meR-— {O, + E} olmak tizere
3
1 1-n |
T (s) = Newr (— ST sin((1 + 2n)s)
1+n . ((1 2n) ) 1 .
20— 20 sin n)s) — 5 sins,
1—n
mcos((l + ZH)S) +
1+n 1 1
mcos((l — 2n)s) —Ecoss,mcos(2n5)>
seklinde tanimlanan egriye Salkowski egrisi denir.
m .
Buradan = T dir [10].
. o .. ' __cos(ns) ..
r(s) Salkowski egrisi icin ||, (s) |l = Toe d

Dolayisiyla egri [—g,g] araliginda regilerdir ve

k(s) = 1ve t(s) = tan(ns) dir. Frenet elemanlar ise

T(s) = —(cos(s)cos(ns) + nsin(s)sin(ns)

cos(ns)sins — ncos(s)sin(ns), % sin(ns)

.

B(s) = (nsin(s)cos(ns) — cos(s)sin(ns),

sin(s) cos(s)

N(s)=n< ,

m

m

—ncos(s)cos(ns) — sin(s)sin(ns),%cos(ns)

seklindedir [10].
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a(s)birim hizli, egriligi sifirdan farkl bir egri olmak
lzere r(s) = fsi B*(u)du olsun. a(s) ve r(s) nin
Frenet elemanlari, sirasiyla {T* N% B% k% 1%} ve
{T*,N*,B%, k", 7'} olmak lizere T" =B%N" =
—N%B' = T% k" = |[t%[,tF = «*dir [11].

a(s) birim hizh, T = 1 olan, egriligi sifirdan farkl bir
egriver(s) = f:o B*(u)du olsun,

afs) = (% (n(l —4n? + 3cos(2ns)))

+(2n? + 1)sinssin(2ns)),
nsins
—_— 1 —4n? 2
2(nZ = 1)m(n( n? + 3cos( ns)))
—(2n2% + 1)cosssin(2ns),

w1 2ns + sin(2ns)) |,
4n

ise k" =1 olup r(s) Salkowski egrisi,

m
n= V14+m?
a(s)egrisi de Antisalkowski egrisidir [12].

3. Bulgular

r(s), E3 Oklid uzayinda k(s) egrilikli, (s) burulmali,
regiiler bir egri olsun. Ayrica, her s iginr"(s) # 0
oldugunu kabul edelim. {T(s),N(s),B(s)},
r(s) egrisinin Frenet ¢atis1 olmak {izere bu egriden
gecen yiizeyler parametrik olarak

P(s,t) = r(s) + u(s, t)T(s) + v(s,t)N(s)

+w(s, t)B(s) (2)

L; £s <L, T; £t<T,,ileverilir ($ekil 1. [1]).

0 O
Sekil 1. r(s)egrisi ve bu egriden gegen P(s,t) yiizey ailesi

r(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi Uzerinde parametre
egrisi olmasi i¢in yeterli kosul

u(s, ty) + v(s, ty) + wis, tp) =0 3)

L <s<L, olacak Jt, € [T, T,]

bulunmasidir.

sekilde

P(s, t) ylizeyinin ortalama egriligi

(det(Pg, P, P)IIPJI?
3
2(IIR 21> — (P, P)?)z

H(s,t) = (s,
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det(P,,, P, P)(P,, P.)
sty sy Tt s’ it 3(S,t)

(IIPgl12[IP][2 = (Ps, P)?)z
det(Py, P, Pt)”Psllz

3
2([IP P[P ]I — (P, P)?)z

4

(s,9)

dir [13].

r(s) egrisinden gecen P(s,t) yiizeyinin bu egri
boyunca ortalama egriligini bulmak icin gerekli olan

asagidaki hesaplamalar1 yapalim. (2) denklemi goz
oniine alinirsa

Ps=1"+uT +uT’ +vsN +vN' + wiB + wB’,

P, = A+ us — Avi)T + (Auk + vg — AWT)N
+(Avt + wy)B,

P, =uT + v,N + w,B,
P.(s, ty) = AT,

Pis(s,ty) = XN'T + A%kN,
P.(s,t) = u,T + v;N + w,B,

P =P = uiT + u, T + vigN + v,N*S
+wB + wB’,

P = Py = (ug — Akv) T + (Aku; + vig — Atw N
+(Atv, + wg)B,

Pi(s,t) = uy T+ vy N + wB,

NNk 0
det(P,P,P) =2 0 0]|=2A%w,
U vy W
U —AKVe  AKU, +V, —ATW, ATV, + W
det(Ps, Ps, ) = A 0 0 ‘
U Vi Wi

det(Py;, P, P) = —A[w (Axu; + vig — Atwy)
—viQtve + wig)],

Uit Vie Wit
det(Py, P, P) = A0 0= AV Wy — VeWye),
U Vi Wi
IP]I1Z = u? + v + w2,
2 _ 32 _
IPIl® = 2%, (P, B} = Au elde edilir.

Yukaridaki hesaplamalar (4) denkleminde yerine
yazilirsa r(s) egrisinden gecen P(s,t) ylizeyinin bu
egri boyunca ortalama egriligi

H(s, ty) = (—Akw,(us? + vi2+w,?)
+2u, [wyQAku, + v — ATwy)
_‘;\t((}\‘[vt + Wis)] )
MV Wy — VWt
3 (S' tO)
2A(v? + wi?)?

)

olarak elde edilir.
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Teorem 1 P(s,t) ylizeyinin r(s) egrisi
ortalama egriliginin sabit olmasi
kosul, L; <s < L,, t, € [Ty, T,] igin

boyunca
icin  yeterli

u.(s,tg) = vi(s, ty) # 0,
u(s, ty) = v(s, ty) = w(s,tg) = w(s,ty) =0,
1(s) = sbt

veya

u (s, ty) = we(s, tg) # 0,
u(s, ty) = v(s, ty) = w(s, ty) = vi(s,ty) =0
1(s) = sbt
olmasidir.

Ispat: Birr(s) egrisi verilsin. (3) denkleminden r(s)
egrisinin P(s,t) ylizeyi lzerinde parametre egrisi
olmast igcin yeterli kosul u(s,ty) =v(s,t,) =
w(s, ty) = 0 olmasidir. Ayrica u.(s,ty) = v.(s,t;) #
0 = w,(s, ty) olarak alinirsa (4) denklemi H(s,t,) =
t(s) denklemine doniisiir. O halde, egri boyunca
ortalama egriligin sabit olmasi i¢in t(s) = sbt
olmalhdir. Anti-Salkowski egrileri buna Ornektir.
Diger durum i¢in ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 2 P(s,t) yilizeyinin r(s) egrisi boyunca
ortalama egriliginin sabit olmasi icin yeterli kosul
L; < s< Ly, ty € [Ty, T,] igin

{ut(s, to) = vi(s, tg) = wi(s,ty) # 0,
u(s,ty) = v(s, ty) =w(s,t,) =0

iken t(s) = k(s) = sbt veya k(s) = —41(s) olmasidir.

Ispat: Birr(s) egrisi verilsin. (3) denkleminden r(s)
egrisinin P(s,t) ylizeyi {zerinde parametre egrisi
olmast igin yeterli kosul u(s,ty) =v(s,ty) =
w(s,ty) = 0 olmasidir. Ayrica u.(s,ty) = v¢(s,ty) =
w¢(s, tp) # 0 olarak alinirsa (5) denklemi

—xk(s) — 4t(s)
42

denklemine doniisiir. O halde, egri boyunca ortalama
egriligin sabit olmasi icin t(s) = k(s) = sbt veya
k(s) = —4t(s) olmalidir. Helis egrileri buna érnektir.

H(s, ty) =

Teorem 3 P(s,t) yilizeyinin r(s) egrisi boyunca
ortalama egriliginin sabit olmasi icin yeterli kosul
L1 <s< Lz, tO € [Tl'TZ] u(s,to) = V(S, to) =

w(s,tg) = u(s, tg) =0 olmak flzere vi(s,ty) # 0 =
v(stg)

w(s,tg)

w¢(s, ty) veya = sbt, k(s) = sbt olmasidir.

ispat: u(s, ty) = v(s,ty) = w(s, ty) = u (s, ty) = 0
almirsa P,(s,ty) L P.(s, ty) olur ve ortalama egrilik
fonksiyonu

KW (Ve? + W) + VW, — ViWyy

H(S'to) = (s, to) (6)

3
—2(v2 + w22

sekline donfisiir.
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vi(s, tg) # 0 =w,(s,t;) (6) denkleminde yerine
yazilirsa H(s,t,) = 0 =sbt olur veya v.(s,t,) =

w;(s,t;) #0 (6) denkleminde yerine yazilirsa

H(s, ty) = —\/(_)olur Ortalama egriligin sabit olmasi

icin k(s) = sbt olmalidir. Salkowski egrileri buna
Ornektir.

Ornek 1

r(s) = (cos (?s),sin (gs) ,gs),—Z < s < 2egrisi

verilsin. Bu egrinin Frenet ¢atisi
v = (o (Z) Y200 (V2,) 12
s) = S sin| s |, 5cos| s )5S ),
V2 V2
{N(s) = (—cos (7s>,—sin (7s>,0>,

VZ (V2 V2 (VI\2
B(s) = (—7sm (7s>,—7cos (7s>,7s>

dir.

Eger t, = 0 ve sapma fonksiyonlari u(s, t) = v(s,t) =
w(s,t) =t olarak segilirse Teorem 2 saglanir.
Boylece r(s) egrisinden gegen ve bu egri boyunca
ortalama egriligi sabit olan

P (s,t) = (cos (\/77 s) — tcos (\/77 s> ,

sin (?s) — tsin (\/775> ,\/775 + \/Et)

—2 <5< 2,-2<t< 2 yiizeyi elde edilir (Sekil 2).

Sekil 2.r(s) egrisi boyunca ortalama egriligi sabit olan
P1 (S! t) Yuzeyl

Ornek 2
VI0-10 (5410
r(s) = S
\/ 40 + 8v10 5
(\/ +10> _ <5 \/10> 1
—|————) sin| ———s | — =sins,
40 — 8vV10 5 2
V10 —-10 (5 ++/10 >
cos s
40 + 8vV10 5
(\/10+10> <5—\/10>+1
—|————=) cos = COSS,
40 — 8vV10 5 2
3 V10
260855 ) )

—2 < s < 2 egrisi verilsin. Bu egrinin Frenet ¢atisi

(cemseo(557) - 0 (m)
T(s) = [ —cosscos

10 - W sinssin 10
\/1_0 N V10 \/1_0
sinscos 0 S T cosssin 0 S
3\/_sm \/_
10 10 ’
3v10 | 3v10 V10
{N(s) = m SmS'_TCOSS'_l_O ,

B(s) = <ﬂ smsscos( 10 s) — cosssin (ﬂ s)
10 10 10 7 )

V10 V10 (V10
—1—0cosscos< m s) — sinssin <1—0 s) ,

3v10 V10
10 COS 10 —S

dir. Eger t, =0 ve sapma fonksiyonlari
u(s,t) = v(s,t) = w(s,t) = tolarak secilirse Teorem
3 saglanir. Boylece r(s) egrisinden gecen ve bu egri
boyunca ortalama egriligi sabit olan

B.( t)_<_<\/ﬁ—10 . (5+\/E>
230 =\Jo\s0+svio "\ 5 °

<x/ﬁ+1o> _ (5—@) 1 )
—|———F— ) sim| ———S _ESIHS

40 — 8V10 5
" 3V10 N V10 V10
10 Sins 10 SINSSCOoS 10 S
_ (V10
COSSSIn 10 S ,

<\/10—10 <5+\/10 )
f— Ccos S
V10 \40 + 8V10 5

V10+10 5-v10 \ 1
+ <m> cos ( 5 s) + 2 coss)
+t<_ 3V10 V10 (x/ﬁ S)

10 COSS — W C0OSSCOoS W
o \/ 0 33, \/ 10
Sissin \/_4 —S

V10 3V10 (V10
+t —W'FTCOS(W)

—2 <5< 2,-2<t< 2 ylizeyi elde edilir (Sekil 3).

Sekil 3.r(s) egrisi boyunca ortalama egriligi sabit olan
P2 (SP t) yuzeyl
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Ornek 3 V10 V10
\/_ +t —WCOSSCOS WS
—10( 1 (3 2 V10 310
r(s) = (— (— —+ 3cos (—s) coss cincct
4 m(g; V10 sinssin{ —--s + 1o oss )
+Esinssin(is)> N +si (2 )
) ——| —=s+sin|—s
5 V10 410\ V10 V10
—V10 ( 1 (3 2 )
—— | —=| =+ 3cos (—s) sins 3vV10 V10 V10
4 \V10\5 V10 +t< 10 105+10
)
—=cosssin|—s] |,
> V10 olur (Sekil 4). to =0 icin
-9 < 2 2 ) u(s, ty) = v(s, ty) = w(s, tp) =0 dir. Yani (3)
—_— —s+sin<—s) , denkleminden r(s) egrisi P;(s,t) ylizeyinin bir
410\ V10 V10 parametre egrisidir.
—1 < s < 1, egrisi verilsin. Bu egrinin Frenet catis u.(s,ty) = v,(s,ty) = 1 ifadeleri (6) denkleminde
yerine yazilirsa H(s,t,) = “2uns) —1(s) olur.
V10 V10 _ (V10 . 2 o
T(s) = | ——sinscos| ——s | — cosssin| —s |, t(s) = 1 oldugundan P;(s,t) ylzeyinin r(s) egrisi
10 10 10 boyunca ortalama egriligi sabittir.
V10 V10 (V10
1o cosscos| —o-s | —sinssin{ —=s |,
3Vi0 (V10
10 “*\10°) [
Moo (L3 IO VIO
s) = To SIS, — 58S 7).
B(s) = | —cosscos @s —@sinssin @s Sekil 4. r(s) egrisi boyunca ortalama egriligi sabit
10 10 10 ) olan Py (s, t) yiizeyi
_ V10 \ V10 _ (V10 L _
—sinscos | =5 +Wcosssm 0 S) Aynm1  egri igcin sapma fonksiyonlar u(s,t,) =
v(s,tg) = w(s, t,) = 0 olarak secilirse Teorem 1
3v10 V10 saglanir ve r(s) egrisi egrisi boyunca sabit ortalama
o Si“(_lo s) egrilikli

\

—10/ 1 (3 2
dir. Eger sapma fonksiyonlari u(s,t) =t,v(s, t). = t, P(s,0) = 4 ﬁ T + 3cos <ﬁ) coss
w(s,t) =0,s € [-1,1],t € [-1,1] olarak secilirse

Teorem .1 saglanir. r(s) egrisinden gegen yiizeyin +§sinssin (is)
denklemi 5 V10
—VI0/ 1 (3 2 w0 VIO g (Y10
P;(s,t) = (T (\/ﬁ <§+ 3cos (E)) coss T R G T I A NETO I
6 2
L V10 V10
+ g SINSSIN (m S)) —coss| cos <W s) + sin <W s) )
V10 | V10
o sinseos s 012 sos () o
V10 3vV10 4 \V10\5 10 ’
—cosssin|{ ——s | ————sins
10 10 6 2 )
——cosssin|—=s
vi0/ 1 (3 2 5 (\/ )
- <\/—_ (5 + 3cos <\/__ s)) sins, 10
v v +t ﬂcoss sin ﬂs —cos ﬁs
—gcosssin (\/% s)) 10 10 10

537
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, (V10 N V10
—SIns| sSin 10 S COoS 10 S ,

- + sin (\/% s))

2
\/ES

4v10

Sekil 5.r(s) egrisi boyunca ortalama egriligi sabit olan
P,(s,t) ylizeyi

4. Tartisma ve Sonug¢

Bu calismada 3 boyutlu Oklid uzayinda alinan
herhangi bir egriden gecen ve bu egri boyunca
ortalama egriligi sabit olan ytlizeyler bulmak icin
yeterli sartlar elde edildi. ilk olarak 3 boyutlu Oklid
uzayinda alinan herhangi bir egriden gecen ve bu
egriyi parametre egrisi kabul eden yiizeyler Frenet
catist yardimiyla parametrik olarak ifade edildi. Daha
sonra 3 boyutlu Oklid uzayinda alinan herhangi bir
egriden gecen ve bu egri boyunca ortalama egriligi
sabit olan ytizeyler elde etmek icin yeterli sartlar
verildi. Son olarak bu sartlara uygun bazi érnekler
verildi.
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