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Iteratif Yaklasim Altinda Bir Fonksiyonel-integral Denklem Simifinin Coziimiiniin Incelenmesi
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OZET: Bu ¢alismada ii¢ adimli bir sabit nokta iterasyon algoritmasi kullanilarak fonksiyonel-integral
denklem sinifinin ¢dziimiine ulasilabildigi gosterilmistir. Ayrica bu integral denklem i¢in veri baglilig
sonucu elde edilmis olup, bu sonucu destekleyen bir 6rnek verilmistir
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GIRIS Belirli bir doniisiimle insa edilen bir iterasyon

Fonksiyonel-integral denklemler teorisi,
olmayan aktif  c¢alisma
alanlarindan biri olup s6z konusu denklemlerin
¢Ozlimlerinin varhigin1 veya tekligini géstermede
sabit nokta teorisi kullanigli bir metot olarak
karsimiza ¢ikmaktadir (Pascal ve Zabreiko,
2004; Appel ve Kalitvin, 2006; Atalan ve
Karakaya, 2017; Sahin ve ark., 2017).
Coziilmesi  istenen  integral

lineer analizin

veya
diferansiyel denklem i¢in sabit nokta teorideki
temel diistince, denklemi belirli sartlar altinda bir
operator sinifina dahil ederek admna iterasyon
denilen algoritmalar insa etmek ve bu
iterasyondan elde edilen dizinin operatoriin sabit
noktasina bagska bir deyisle, denklemin
¢Oziimiine yakinsamasi igin uygun sartlar
belirlemektir. Bu nedenle, sabit nokta iterasyon
algoritmalart  bir¢ok arastirmaci tarafindan
integral veya diferansiyel denklemleri ¢ézmek
icin ¢alisilmistir (Dobritoiu, 2008; Berinde,
2010; Lauran, 2011; Khuri ve Sayfy, 2015).

MATERYAL VE YONTEM

algoritmas1 i¢in, adma yaklasim operatorii
denilen baska bir doniisiim kullanilabilir. Bu
yaklasim operatoriiniin - sabit noktas1 farkli
oldugundan, esas doniisiimiin sabit noktas1 ile
yaklasim operatOriiniin sabit noktasi arasinda ne
kadar fark oldugu ve bu
hesaplanabilecegi  sorulart  karsimiza  veri

bagliligi kavramini ¢ikarmaktadir. Bu kavram

farkin nasil

Banach wuzaylarindan metrik uzaylara kadar
bir¢ok yazar tarafindan ¢alisilmis ve bu anlamda
genis bir literatlir olusturulmustur (Soltuz ve
Grosan, 2008; Sahin ve Basarir, 2016; Karakaya
ve ark., 2017; Atalan, 2018).

Bu g¢alismada, bir fonksiyonel-integral
denklem c¢esidi uygun sartlar altinda belirli bir
operatdr simnifina dahil edilerek ii¢ adimli bir
iterasyon algoritmast insa edilmis ve bu
algoritmadan elde edilen dizinin s6z konusu
denklemin  ¢Ozlimiine  yakinsak  oldugu
gosterilmistir. Ayrica bu ¢éziimiin veri bagl
oldugu ispatlanarak elde edilen

destekleyen bir 6rnek verilmistir.

sonucu

Bu ¢alismada asagida verilen integral denklem g6z oniine alinmistir (Petrusel ve Rus, 2018):

u() = [} H (v, p, (@), u(f @) ) dp + c(v)

v € [a,B] (2.1)

burada X bir Banach uzay1 ve a <a<b<p, HE€ (Cla,f]*xX%X),c€C([a,pBl.X) ve fE

C([a, B], [a, B]) seklinde tanimlidir.

A: C([a,B],X) = C([a, B], X) olmak lizere;

A(u®) = [} H (v.0,u@),u(f®))) dp + c(v)

(2.2)

seklinde tanimlansin. Bu durumda (2.2) ile verilen integral operatoriin ¢oziimiinii bulmak, A
operatriiniin x, = Ax, seklinde tanimli sabit noktasin1 bulmaya esdeger olacaktir. Petrusel ve Rus,
(Petrusel ve Rus, 2018) asagida verilen sartlar altinda (2.2) ile verilen integral denklemin ¢6ziimiiniin
varligini ve tekligini géstermislerdir:

Teorem 2.1:( Petrusel ve Rus, 2018).

Her v,p € [a, B] ve her x4, y1, X2, Y, € X igin
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1. lHw,p,x1,¥1) — H@,p,x2, ¥l < Lqllx; — 220 + Lally; — vl

olacak sekilde Lq, L, > 0 sayilar1 mevcut olsun.

2. (Ly+L)(b—a)<1

saglansim. Bu durumda (2.2) ile verilen integral denklem x, € C([a, B],X) seklinde bir tek ¢oziime
sahiptir ve

Xpnt1 =Ax, n=012..

seklinde tanimlanan Picard iterasyonundan elde edilen dizi x, € C([a, 8], X) baslangi¢ noktasi i¢in x,
¢Ozlimiine yakinsar.

Bu durumda asagidaki soru dogal olarak karsimiza ¢ikmaktadir:

(2.2) ile verilen integral denklemin ¢oziimiine daha hizli yakinsayacak baska bir iterasyon algoritmasi
secmek miimkiin miidiir?

2017 yilinda Karakaya vd. (Karakaya ve ark., 2017) tarafindan tanimlanan asagidaki ii¢ adimli
iterasyon algoritmasinin Picard (Picard, 1890), Mann (Mann, 1953), Ishikawa (Ishikawa, 1974), Noor
(Noor, 2000), SP (Phuengrattana ve Suantai, 2011), CR (Chugh ve ark., 2012), Sahu-S (Sahu, 2011),
ve Picard-S (Giirsoy, 2016) gibi bir¢ok iterasyon algoritmasindan daha hizli oldugu gosterilmistir:

Xo €EX
Xn+1 = AYn
Yn = (1 - an)zn + a,Az,
Zn, = Axy

(2.3)

burada X bir Banach uzayi, A: X — X bir doniisim ve {a,}n=¢ € [0,1] belirli sartlar1 saglayan bir
kontrol dizisidir. Bu nedenle yukarida verilen soruya olumlu cevap verebilmek i¢in (2.3) ile verilen
iterasyonu kullanmak yeterli olacaktir. Simdi temel sonuglarin elde edilebilmesi i¢in ihtiya¢ duyulan
bazi tanim ve lemmalar verilecektir:

Lemma 2.2:(Weng, 1991). {a,, }n=o Ve {b,}n=, negatif olmayan iki dizi olmak iizere,
An1 < (1 — pp)ay + by

©o
e e oo 9 - .. b <
esitsizligini saglasin. Eger her n > ny icin u,, € (0,1) ve ) p, = oo ve n — oo igin ”—” — 0 saglanirsa
n=1 n

lim a,, = 0 olur.

n—->0oo

Lemma 2.3:(Soltuz ve Grosan, 2008). {a,}n=, negatif olmayan bir dizi, her n € N i¢in, u, € (0,1)

o8]
Y, Un = © Ve y, = 0 olsun. Her n > n; igin
n=1

Apt1 < (1 - .un)an + UnVn

esitsizliginin saglanacagi sekilde bir ny sayist mevcut olsun. Bu durumda
0 < lim sup a, < lim sup y,

n—oo n—-oo
esitsizligi saglanir.
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Tamm 2.4:(Soltuz ve Grosan, 2008). A;,A,:C — C iki operator olsun. Her x € C ve sabit bir ¢ > 0
icin ||Ayx — A,x|| < €ise A,’ye A;’in yaklagim operatorii adi verilir.

BULGULAR VE TARTISMA

Teorem 3.1. Teorem 2.1°de verilen kosullar ile birlikte {a, }y= < [0,1] dizisi i¢gin Y, @, = oo sartinin
n=0

saglandig1 kabul edilsin. Bu durumda (2.2) ile verilen integral denklem x, € C([a, 8], X) seklinde bir
tek ¢cozlime sahiptir ve (2.3) ile verilen iterasyon algoritmasindan elde edilen dizi bu ¢6zlime yakinsar.

Ispat. (2.2) ile verilen A:C([a,£],X) = C([a, B],X) operatorii altinda insa edilen (2.3) iterasyon
algoritmasindan elde edilen {x,},-, dizisini géz Oniine alalim. n — o i¢in x, — x, oldugu
gosterilecektir.(2.2), (2.3) ve Teorem 2.1’°deki kosullar kullanilarak

%41 (V) = 2. W = A (1)) — ACx. (W)

b
_ [ [ H,p,x.(p), . f(@)) dp + c(v)

[ f i (2.2, 30 @) 30 (F®)) ) dp + c(v)l

3.1)

H (v,0, 30 @), 3 (f ©))) = Hw, p, %.(0), x.(F ()) || dp

b
< fa

b
< f Lallyn = %]l + Lollyn — .11 dp

a

= (L + L) (b — a)|ly, — x.ll
Ve
= %0l < (1 = a)lzn — x|l + anllAzy — Ax. |
< (1 - a)llz — x|

o [|[J7 H (2.0, 20 @), 2(f 0)) ) dp + ()] (32)

b
. [ [ H(v,p,x.(p), x.(F(0))) dp + c(v)]
< (1 - a)lzy — 2.l
b
+a, j | (v. 2, 200, 2a(f ®)) ) = H@w, 2, 2. (0), %.(F @) || a0

b
< A= apllzn = xll +an [, [Lillzg — x.l + Loz, — x| dp
= (1 = aplizy = 2.l + an(Ly + L) (b = a) |z, — x.]|

= [1—an(1 = Ly + L) (b — a))]llz, — x.]]
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yazilabilir. Ayrica

lzn — x| = [|Axy — Ax.|

= |12 # (2200, 307 @D)) i + )]

(3.3)

b
- L{ H(v,p,x.(p), x.(f(p))) dp + C(v)l

b
</,

H (v,p, % ®), % (f))) = Hw, p, 2. (), x.(FP)) || dp
< [P 1Lyllxn — 2l + Ll — x. Il dp
= (L1 + L) (b = a)llxn — x|
seklinde olup, sirastyla (3.3) esitsizligi (3.2)’de ve (3.2) esitsizligi de (3.1)’de yerine yazilirsa
xn+1 = %0l < [(Ly + L) (b — @)]?[1 — an (1 — (Ly + L) (D — a))]llxn — x|
elde edilir. Bu siire¢ n-kez devam ettirildiginde ise,
2 = 2.l < [(Ly + L2) (b = )?[1 = @t (1 = Ly + L) (0 = )] 12—y — .|

lxp—q — 2.0l < [(Ly + L) (b — a)]z[l - an—z(l — Ly + L) - a))]llxn_z — x|

ey — 2.l < [(Ly + L) (b — @)?[1 — o (1 — (Ly + Lz) (b — a))]llxo — .|
esitsizlikleri elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler kullanilarak
%41 = %l < [(Ly + L) (b — @)]2+D
X [Tizol1 — a; (1 — (Ly + L) (b — a)] llxo — x| (3.4)

yazilabilir. Ortalama Deger Teoreminden her x € [0,1] i¢in 1 — x < e™* oldugu agiktir. Bu nedenle
(3.4) esitsizliginden

s = 2l < [(Ly + L) (b — QPP D]lxg — x, e 1 Cat -l T
elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

lim [lx, —x.]| =0

n-c
elde edilir ve bu ise ispati tamamlar.

Simdi (2.3) ile verilen iterasyon algoritmasi kullanilarak (2.2) ile verilen integral denkleminin
¢Oziimiiniin veri baglilig1 incelenecektir. H; € (Cla, B]? X X2,X)
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ve ¢; € C([a, B], X) olmak lizere, asagida verilen integral denklemi g6z oniine alalim:

S@E@)) = [} Hy (v,p,2(), 2(FP)) ) dp + ;) v € [a,f] (35)

(2.3) ile verilen iterasyon algoritmasi sirasiyla A (2.2) ve S (3.5) operatorleri ile yeniden insa edilirse

( tnr = Ji H (0,0, 7(f @) ) dp + c()

S = (= @)z + @ [ H (0,0, 20), 20 (F 0))) dp + c(0)] 36)

L zn = [} H (00,22 @), % (f (1)) ) dp + c(v)

ve

( tnar = [ Hy (0,0, 0, 0), va(F2))) dp + €1 (v)

$on = (1= @ + [ Hy (0,0, wa ) wa(F2)) ) dp + €, ()] (37)

b
L wn = [, Hy (v, P, un (D), un(f (p))) dp + ¢, (v)
seklinde olur.
Teorem 3.2. Her n € N igin {a,, }5=o < [0,1] dizisi % < a, sartin1 saglasin. (3.6)’dan elde edilen
{xn}meo dizisini ve (3.7)’den elde edilen {u,},—, dizisini géz oniine alalim. Kabul edelim ki

I.  Teorem 3.1’in biitiin kosullar saglanmakla birlikte (2.2) ve (3.5) ile verilen integral denklemlerin
¢oziimleri sirastyla x, ve u, olsun.

ii. Herv,p€la,pBli¢in||H(v,p,x,y) —Hy(v,p,x, V)|l < & ve
llc(v) — c;(V)|| < &, olacak sekilde &, ve &, sabitleri mevcut olsun.

Eger n - oo igin u,, = u, ise, bu durumda

5[eq(b—a)+e,]

1-(L1+L2)(b-a) (3.8)

”x* - u*” S

esitsizligi gecerlidir.
Ispat.(2.2), (2.3), (3.5), (3.6), (3.7) ve i-ii kabulleri goz 6niine alindiginda

”xn+1 - un+1”

<

[ f " (2P 9@ (F®)) ) dp + (”)l
=17 H (0.2, 0@, va (F@))) dp + @)

f ' (2.2, 3@ 3 (f @) ) dp + c(v)l
17 # (02,20 @), v (F@))) dp + c )| (3.9)
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+

Uwﬂ(unmxmnmUﬁnde+cwﬂ

_ U le (2.2, 20 @), v (f @))) dp + Cl(v)l

Sme@nm@MMﬂmD—HmnW@MMﬂmMMP

+ f b||H (2.0, @), v (f P)) ) = Hy (w1, v (@), va (F @)D ||
Hle@) = e, ()l
< f Ly = vl + Lol — valll dp + f edp e,

=L+ L) —a)llyy —vpll + &1(b—a) + &
ve
”yn - vn” < (1 - an)”Zn - Wn” + an”AZn - SWn”

< (1 - an)”Zn - Wn”

+a,

b
l H (v,0,20(P), 2 (f (1)) ) dp + C(v)l

b
- [ H (0,0, wn (D), wa(F () ) dp + c(v)l

a

+a,

|12 H (0.0, wn®), wa(f 1)) ) dp + c(v)]

b
- [ Hy (v, 0, wn (@), wa(F (2)) ) dp + c1<v)]

a

< (1 - an)”Zn - Wn”

+atn j b||H (v.2.20@), 20 (f®))) = H (v, 0, wn (@), wa(F ) ) ||

+atn j b||H (0,0, W@, wa(F ©))) = Hy (v, 1, wi (), wa(F ) ) ||

+anllc() — c; (V)]

< (1 - an)llzn - Wn”

(3.10)
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b b
ta f [Lyllzn = will + Lllzy — walll dp + ay f £1dp + e
a a

= [1 = an(1 = (L + L)(b — a))]llzn, — wpll + anei (b — a) + aye;

elde edilir. Benzer sekilde

UbH (v, D, xn(P)»xn(f(P))) dp + c(v)l
(52 1 (0,2, un @)1 (F @) dip + e )]

”Zn - Wn” = |

< [[f H (0.0 20 @), 20 (F @))) dp + c(0)]
(12 # (0.2, w0 @), un (F @) dp + c )] (3.11)

412 # (v, 0D 00 (£ @) dp + )]
(17 iy (2., 10D n (£ ) dp + 30|

< [2||# (.0, 2 @), 20 (F D)) = H@, D1 @), (F @)D |

b
+fa

+Hle() — )l

H (0,0, @), (F(2))) = Hy (0, P, 1 (0), un (F D) || a0

b b
< fa [Llllxn - un” + L2”xn - un”] dp + fa Sldp + &
= (L1 + L))(b — a)llxy, —upll + &1(b —a) + &

seklinde olup, sirasiyla (3.11) esitsizligi (3.10)’da ve (3.10) esitsizligi de (3.9)’da yerine yazilip
6 = (Ly +Ly)(b—a) <1 oldugu goz dniine alinirsa

”xn+1 - un+1” < 52[1 - an(l - 6)]”xn - un” +6[1 - an(l - 5)]51(19 - a)
+8[1 — a,(1 —98)]e, +8aye (b —a)+ Saye, +e.(b—a)+ &
elde edilir. Hern € N igin% <a,ved = (L +Ly)(b—a) <1 kabulleri son esitsizlige uygulanirsa
41 = Unaall S [1 = an (1 = (L1 + L2) (b — a))]llxy — unll
+5a,6,(b — a) + 5a,¢&, (3.12)

=[1 = an(1 = (L1 + L) (b — a))]llxn — wyl

5[eq(b—a)+e;]

+a, (1= (L + Ly)(b—a)) 1—(Ly+Ly)(b—a)

esitsizligi elde edilir.
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Bn = ”xn - un”
Hn = ay(1— (L1 + Lp)(b—a)) € (0,1)

5[e1 (b —a) + &]

= >0
"I U+ L) —a)
seklinde segelim. Her n € N igin % < a, olmasi Y a, = oo olmasi gerektirir. Dolayisiyla (3.12) ile
n=0

verilen esitsizlik Lemma 2.3’iin kosullarini saglar. Bu nedenle

5[e1(b — a) + &]
0<li — <l
im sup [lxn = unll < lim sup == = g —

elde edilir. n - oo i¢in x,, = x, ve u, = u, oldugundan

5[eg(b — a) + &;]
1— (L +Ly)(b—a)

”x* - u*“ <

esitsizligi elde edilir.
Ornek 3.3 [0,1] araliginda tanimli tiim siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay1 C[0,1]

olmak iizere, bu kiime iizerinde [|x — y|| = maxye[o17|x(v) — y(v)| Chebyshev normu tanimli olsun.

(€[0,1], |I. ) bir Banach uzayidir. Asagida verilen integral denklemi g6z oniine alalim:

1 5p—4 i
_ p—4v sinu(p) +u(p) 2cosv +1
u(v) = ({[ 3 + 3 ] dp + 100 ,v € [0,1]

burada

e He(C([0,1]?xXR%4R)ve H(v,p,x,y) = 5%;4” + Sm%ﬂ] seklinde tanimlidir.

e f€C([0,1],[0,1]) ve f(p) = p seklinde tanimlidir.

e ceC(01],R)vec(v) = % seklinde tanimlidir.
A: C([0,1], R) = C([0,1], R) olmak iizere

1 .

A(u(v)) _ J[Sp:}v + smu(p;+u(p)] dp + 2c221(;)+1 (313)

operatoriinii goz ontline alalim.

[A(u@) - A @) =

} sinu) = siny®) + 1 @) =y @) |
0 8 Y

1

[ 5lsinu(®) = siny@l dp + [ 5 |u@) = @)l dp

0

IA
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1
< [ 5@ -y®ldp + f - [u@) -y dp
seklinde olup yukaridaki esitsizlik i¢cin Chebyshev normu uygulanirsa
1 1 1 1
lA(w) — Al < ({ gllu—ylidp+ ({ gllu—vlldp

1
=l -yl

elde edilir. Yani A bir %—bﬁzﬁlme doniisiimdiir. Son esitsizlikten L, = L, =% oldugu agiktir. Simdi

asagida verilen integral denklemi g6z oniine alalim:

S5p —4v smu(p) + u(p) cosv +1
o) = [ [23 3 p+g]ap+ 25 v e o]
S:C([0,1], R) = €(]0,1], R) olmak iizere

1 .
S(z(v)) _ g- [Sp:lv n smu(p;+u(p) ]d 4 Cosv+l cosv+1 (3-14)

seklinde tanimlanirsa S operatoriiniin de bir %—bﬁzﬁlme dontigiimii oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu

denklemde

S5p—4v | sinx+y
4 =

e H, €C([0,1]> X R%, R) ve H;(v,p,x,y) = - .
e f€C([0,1],[0,1]) ve f(p) = p seklinde tanimlidir.
o ¢, €C([0,1, R) Ve ¢, (v) = <22

-p+ % seklinde tanimlidir.

seklinde tanimlidir.

(3.13) ve (3.14) ile verilen doniisiimler Teorem 3.1’in kosullarin1 sagladigindan (2.3) ile verilen
iterasyon algoritmasi bu doniisiimlerle yeniden inga edildiginde elde edilecek olan {x,}p—o Ve {Uy}nz0
dizileri teklikle belirli olan x, ve u, ¢6ziimlerine sirasiyla yakinsayacaktir. Bu nedenle asagidaki
esitsizlikleri yazabiliriz:

1 1
|H(v1p:x:3’) _Hl(v:p;x;y)l = |p _E| S Ez 81 ve

2cosv+1 cosv+ 1| <
100 100 — 100

lc(@) —c1(v)| =

lcos()| <

=700 2
Dolayisiyla Teorem 3.2’nin tiim kosullar1 saglanmais olur. O halde (3.8) esitsizliginden

1 1

+
1__

elde edilir.
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iteratif Yaklasim Altinda Bir Fonksiyonel-integral Denklem Sinifinin Coziimiiniin incelenmesi
SONUC Lauran M, 2011. Existence Results for Some

Bu c¢alismada herhangi bir Banach

uzayinda uygun sartlar altinda bir fonksiyonel
integral denklem simifinin teklikle belirli olan
¢Ozlimiine ii¢ adimli bir sabit nokta iterasyon

algoritmasiyla  daha  hizli  ulasilabilecegi

ispatlanmigtir. Bunun yaninda bu ¢oziimiin veri
bagli oldugu gosterilerek bir 6rnekle bu sonug
desteklenmistir.
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