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İteratif Yaklaşım Altında Bir Fonksiyonel-İntegral Denklem Sınıfının Çözümünün İncelenmesi 

 

Yunus ATALAN
1* 

 

ÖZET: Bu çalışmada üç adımlı bir sabit nokta iterasyon algoritması kullanılarak fonksiyonel-integral 

denklem sınıfının çözümüne ulaşılabildiği gösterilmiştir. Ayrıca bu integral denklem için veri bağlılığı 

sonucu elde edilmiş olup, bu sonucu destekleyen bir örnek verilmiştir 
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Examination of the Solution of A Class of Functional-Integral Equation Under Iterative 

Approach 

 

ABSTRACT: In this study, it has been shown that the solution of a class of functional-integral 

equation can be reached by using a three-step fixed point iterative algorithm. In addition, the data 

dependence result for this integral equation has been obtained and in order to support this result an 

example has been given. 
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GİRİŞ  

Fonksiyonel-integral denklemler teorisi, 

lineer olmayan analizin aktif çalışma 

alanlarından biri olup söz konusu denklemlerin 

çözümlerinin varlığını veya tekliğini göstermede 

sabit nokta teorisi kullanışlı bir metot olarak 

karşımıza çıkmaktadır (Pascal ve Zabreiko, 

2004; Appel ve Kalitvin, 2006; Atalan ve 

Karakaya, 2017; Şahin ve ark., 2017). 

Çözülmesi istenen integral veya 

diferansiyel denklem için sabit nokta teorideki 

temel düşünce, denklemi belirli şartlar altında bir 

operatör sınıfına dahil ederek adına iterasyon 

denilen algoritmalar inşa etmek ve bu 

iterasyondan elde edilen dizinin operatörün sabit 

noktasına başka bir deyişle, denklemin 

çözümüne yakınsaması için uygun şartları 

belirlemektir. Bu nedenle, sabit nokta iterasyon 

algoritmaları birçok araştırmacı tarafından 

integral veya diferansiyel denklemleri çözmek 

için çalışılmıştır (Dobritoiu, 2008; Berinde, 

2010; Lauran, 2011; Khuri ve Sayfy, 2015).  

Belirli bir dönüşümle inşa edilen bir iterasyon 

algoritması için, adına yaklaşım operatörü 

denilen başka bir dönüşüm kullanılabilir. Bu 

yaklaşım operatörünün sabit noktası farklı 

olduğundan, esas dönüşümün sabit noktası ile 

yaklaşım operatörünün sabit noktası arasında ne 

kadar fark olduğu ve bu farkın nasıl 

hesaplanabileceği soruları karşımıza veri 

bağlılığı kavramını çıkarmaktadır. Bu kavram 

Banach uzaylarından metrik uzaylara kadar 

birçok yazar tarafından çalışılmış ve bu anlamda 

geniş bir literatür oluşturulmuştur (Şoltuz ve 

Grosan, 2008; Şahin ve Başarır, 2016; Karakaya 

ve ark., 2017; Atalan, 2018). 

Bu çalışmada, bir fonksiyonel-integral 

denklem çeşidi uygun şartlar altında belirli bir 

operatör sınıfına dahil edilerek üç adımlı bir 

iterasyon algoritması inşa edilmiş ve bu 

algoritmadan elde edilen dizinin söz konusu 

denklemin çözümüne yakınsak olduğu 

gösterilmiştir. Ayrıca bu çözümün veri bağlı 

olduğu ispatlanarak elde edilen sonucu 

destekleyen bir örnek verilmiştir.  

MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu çalışmada aşağıda verilen integral denklem göz önüne alınmıştır (Petruşel ve Rus, 2018): 

 ( )  ∫  .     ( )  ( ( ))/     ( )          ,   -
 

 
                                           (2.1) 

burada   bir Banach uzayı ve        ,   ( ,   -      ),   (,   -  ) ve   

 (,   - ,   -) şeklinde tanımlıdır. 

   (,   -  )   (,   -  ) olmak üzere; 

 ( ( ))  ∫  .     ( )  ( ( ))/     ( )
 

 
                                                                (2.2) 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda (2.2) ile verilen integral operatörün çözümünü bulmak,   

operatörünün        şeklinde tanımlı sabit noktasını bulmaya eşdeğer olacaktır. Petruşel ve Rus, 

(Petruşel ve Rus, 2018) aşağıda verilen şartlar altında (2.2) ile verilen integral denklemin çözümünün 

varlığını ve tekliğini göstermişlerdir:  

Teorem 2.1:( Petruşel ve Rus, 2018). 

Her     ,   - ve her               için 
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1. ‖ (         )   (         )‖    ‖     ‖    ‖     ‖ 

olacak şekilde         sayıları mevcut olsun. 

2. (     )(   )    

sağlansın. Bu durumda (2.2) ile verilen integral denklem     (,   -  ) şeklinde bir tek çözüme 

sahiptir ve  

                       

şeklinde tanımlanan Picard iterasyonundan elde edilen dizi     (,   -  ) başlangıç noktası için    

çözümüne yakınsar. 

 Bu durumda aşağıdaki soru doğal olarak karşımıza çıkmaktadır: 

(2.2) ile verilen integral denklemin çözümüne daha hızlı yakınsayacak başka bir iterasyon algoritması 

seçmek mümkün müdür? 

2017 yılında Karakaya vd. (Karakaya ve ark., 2017) tarafından tanımlanan aşağıdaki üç adımlı 

iterasyon algoritmasının Picard (Picard, 1890), Mann (Mann, 1953), Ishikawa (Ishikawa, 1974), Noor 

(Noor, 2000), SP (Phuengrattana ve Suantai, 2011), CR (Chugh ve ark., 2012), Sahu-S (Sahu, 2011), 

ve Picard-S (Gürsoy, 2016) gibi birçok iterasyon algoritmasından daha hızlı olduğu gösterilmiştir:  

{

    
        

   (    )        
      

                                                                                       (2.3) 

burada   bir Banach uzayı,       bir dönüşüm ve *  +   
  ,   - belirli şartları sağlayan bir 

kontrol dizisidir. Bu nedenle yukarıda verilen soruya olumlu cevap verebilmek için (2.3) ile verilen 

iterasyonu kullanmak yeterli olacaktır. Şimdi temel sonuçların elde edilebilmesi için ihtiyaç duyulan 

bazı tanım ve lemmalar verilecektir: 

Lemma 2.2:(Weng, 1991). *  +   
  ve *  +   

  negatif olmayan iki dizi olmak üzere, 

     (    )      

eşitsizliğini sağlasın. Eğer her      için    (   ) ve  
 

   
     ve     için 

  

  
   sağlanırsa 

    
   

     olur. 

Lemma 2.3:(Şoltuz ve Grosan, 2008). *  +   
  negatif olmayan bir dizi, her     için,    (   ) 

 
 

   
     ve      olsun. Her      için  

     (    )        

eşitsizliğinin sağlanacağı şekilde bir    sayısı mevcut olsun. Bu durumda  

          
   

           
   

   

eşitsizliği sağlanır. 
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Tanım 2.4:(Şoltuz ve Grosan, 2008).            iki operatör olsun. Her     ve sabit bir     

için ‖       ‖    ise   ’ye   ’in yaklaşım operatörü adı verilir.  

BULGULAR VE TARTIŞMA 

Teorem 3.1. Teorem 2.1’de verilen koşullar ile birlikte *  +   
  ,   - dizisi için    

 

   
     şartının 

sağlandığı kabul edilsin. Bu durumda (2.2) ile verilen integral denklem     (,   -  ) şeklinde bir 

tek çözüme sahiptir ve (2.3) ile verilen iterasyon algoritmasından elde edilen dizi bu çözüme yakınsar. 

İspat. (2.2) ile verilen    (,   -  )   (,   -  ) operatörü altında inşa edilen (2.3) iterasyon 

algoritmasından elde edilen *  +   
  dizisini göz önüne alalım.     için       olduğu 

gösterilecektir.(2.2), (2.3) ve Teorem 2.1’deki koşullar kullanılarak 

‖    ( )    ( )‖  ‖ (  ( ))   (  ( ))‖ 

                                      ‖[∫  .      ( )   ( ( ))/    ( )
 

 

] 

                                  [ ∫
 

 
 (      ( )   ( ( )))     ( )]‖                          (3.1) 

                                  ∫ ‖ .      ( )   ( ( ))/   (      ( )   ( ( )))‖  
 

 
 

                                      ∫ ,  ‖     ‖    ‖     ‖-
 

 

   

                                     (     )(   )‖     ‖  

ve 

‖     ‖  (    )‖     ‖    ‖       ‖ 

                     (    )‖     ‖ 

                            ‖0∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 
1                                  (3.2) 

                        [ ∫
 

 
 (      ( )   ( ( )))     ( )]‖ 

                     (    )‖     ‖ 

                            ∫ ‖ .      ( )   ( ( ))/   (      ( )   ( ( )))‖  
 

 

 

                   (    )‖     ‖     ∫ ,  ‖     ‖    ‖     ‖-
 

 
   

                  (    )‖     ‖    (     )(   )‖     ‖ 

                 ,    (  (     )(   ))-‖     ‖ 
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yazılabilir. Ayrıca 

‖     ‖  ‖       ‖ 

                  ‖0∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 
1 

                    [ ∫
 

 
 (      ( )   ( ( )))     ( )]‖                                            (3.3) 

                  ∫ ‖ .      ( )   ( ( ))/   (      ( )   ( ( )))‖  
 

 
 

                  ∫ ,  ‖     ‖    ‖     ‖-
 

 
   

                  (     )(   )‖     ‖ 

şeklinde olup, sırasıyla (3.3) eşitsizliği (3.2)’de ve (3.2) eşitsizliği de (3.1)’de yerine yazılırsa  

‖       ‖  ,(     )(   )-
 ,    (  (     )(   ))-‖     ‖ 

elde edilir. Bu süreç n-kez devam ettirildiğinde ise, 

‖     ‖  ,(     )(   )-
 [      (  (     )(   ))]‖       ‖ 

‖       ‖  ,(     )(   )-
 [      (  (     )(   ))]‖       ‖ 

                                                                                                                                        

‖     ‖  ,(     )(   )-
 ,    (  (     )(   ))-‖     ‖ 

eşitsizlikleri elde edilir. Yukarıdaki eşitsizlikler kullanılarak 

‖       ‖  ,(     )(   )-
 (   ) 

                           ∏ ,    (  (     )(   ))-
 
   ‖     ‖                         (3.4) 

yazılabilir. Ortalama Değer Teoreminden her   ,   - için         olduğu açıktır. Bu nedenle 

(3.4) eşitsizliğinden 

‖       ‖  ,(     )(   )-
 (   )‖     ‖ 

 ,  (     )(   )-   
 
    

elde edilir. Bu eşitsizlikte     için limit alınırsa  

   
   

‖     ‖    

 elde edilir ve bu ise ispatı tamamlar. 

Şimdi (2.3) ile verilen iterasyon algoritması kullanılarak (2.2) ile verilen integral denkleminin 

çözümünün veri bağlılığı incelenecektir.    ( ,   -
      ) 
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 ve     (,   -  ) olmak üzere, aşağıda verilen integral denklemi göz önüne alalım: 

 ( ( ))  ∫   .     ( )  ( ( ))/      ( )          ,   -
 

 
                             (3.5) 

(2.3) ile verilen iterasyon algoritması sırasıyla A (2.2) ve S (3.5) operatörleri ile yeniden inşa edilirse 

{
 
 

 
      ∫  .      ( )   ( ( ))/    ( )

 

 

   (    )     0∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 
1

   ∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 

                          (3.6) 

ve 

{
 
 

 
      ∫   .      ( )   ( ( ))/     ( )

 

 

   (    )     0∫   .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 
1

   ∫   .      ( )   ( ( ))/      ( )
 

 

                        (3.7) 

şeklinde olur. 

Teorem 3.2. Her     için *  +   
  ,   - dizisi 

 

 
    şartını sağlasın. (3.6)’dan elde edilen 

*  +   
  dizisini ve (3.7)’den elde edilen *  +   

  dizisini göz önüne alalım. Kabul edelim ki 

i. Teorem 3.1’in bütün koşulları sağlanmakla birlikte (2.2) ve (3.5) ile verilen integral denklemlerin 

çözümleri sırasıyla    ve    olsun. 

ii. Her     ,   - için ‖ (       )    (       )‖     ve  

‖ ( )    ( )‖     olacak şekilde    ve    sabitleri mevcut olsun. 

Eğer     için       ise, bu durumda 

‖     ‖  
 ,  (   )   -

  (     )(   )
                                                                                          (3.8) 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat.(2.2), (2.3), (3.5), (3.6), (3.7) ve i-ii kabulleri göz önüne alındığında 

‖         ‖ 

 ‖[∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 

] 

 0∫   .      ( )   ( ( ))/      ( )
 

 
1‖                           

 ‖[∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 

] 

 0∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 
1‖                                                     (3.9) 
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 ‖[∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 

] 

 [∫   .      ( )   ( ( ))/      ( )
 

 

]‖ 

 ∫ ‖ .      ( )   ( ( ))/   (      ( )   ( ( )))‖  
 

 

 

 ∫ ‖ .      ( )   ( ( ))/    (      ( )   ( ( )))‖  
 

 

 

 ‖ ( )    ( )‖ 

 ∫ ,  ‖     ‖    ‖     ‖-
 

 

   ∫     
 

 

    

 (     )(   )‖     ‖    (   )     

ve 

‖     ‖  (    )‖     ‖    ‖       ‖ 

                   (    )‖     ‖ 

   ‖[∫  .      ( )   ( ( ))/    ( )
 

 

] 

 [∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 

]‖ 

   ‖0∫  .      ( )   ( ( ))/    ( )
 

 
1                                                    (3.10) 

 [∫   .      ( )   ( ( ))/      ( )
 

 

]‖ 

 (    )‖     ‖ 

   ∫ ‖ .      ( )   ( ( ))/   .      ( )   ( ( ))/‖  
 

 

 

   ∫ ‖ .      ( )   ( ( ))/    .      ( )   ( ( ))/‖  
 

 

 

   ‖ ( )    ( )‖ 

 (    )‖     ‖ 
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   ∫ ,  ‖     ‖    ‖     ‖-
 

 

     ∫     
 

 

      

 ,    (  (     )(   ))-‖     ‖      (   )       

elde edilir. Benzer şekilde 

‖     ‖  ‖[∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 

] 

             0∫   .      ( )   ( ( ))/      ( )
 

 
1‖                           

                  ‖0∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 
1 

             0∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 
1‖                                      (3.11) 

                     ‖0∫  .      ( )   ( ( ))/     ( )
 

 
1 

             0∫   .      ( )   ( ( ))/      ( )
 

 
1‖ 

                 ∫ ‖ .      ( )   ( ( ))/   (      ( )   ( ( )))‖  
 

 
 

                    ∫ ‖ .      ( )   ( ( ))/    (      ( )   ( ( )))‖  
 

 
 

                    ‖ ( )    ( )‖ 

                 ∫ ,  ‖     ‖    ‖     ‖-
 

 
     ∫     

 

 
    

                 (     )(   )‖     ‖    (   )     

şeklinde olup, sırasıyla (3.11) eşitsizliği (3.10)’da ve (3.10) eşitsizliği de (3.9)’da yerine yazılıp 

  (     )(   )    olduğu göz önüne alınırsa 

‖         ‖   
 ,    (   )-‖     ‖   ,    (   )-  (   )  

                            ,    (   )-          (   )            (   )     

elde edilir. Her     için 
 

 
    ve   (     )(   )    kabulleri son eşitsizliğe uygulanırsa 

‖         ‖  ,    (  (     )(   ))-‖     ‖ 

                                    (   )                                                                    (3.12) 

                          =,    (  (     )(   ))-‖     ‖ 

                                 (  (     )(   ))
 ,  (   )   -

  (     )(   )
 

eşitsizliği elde edilir. 
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   ‖     ‖ 

     (  (     )(   ))  (   ) 

   
 ,  (   )    -

  (     )(   )
   

şeklinde seçelim. Her     için 
 

 
    olması    

 

   
     olmasını gerektirir. Dolayısıyla (3.12) ile 

verilen eşitsizlik Lemma 2.3’ün koşullarını sağlar. Bu nedenle 

          
   

‖     ‖          
   

 ,  (   )    -

  (     )(   )
 

elde edilir.     için       ve       olduğundan 

‖     ‖  
 ,  (   )    -

  (     )(   )
 

eşitsizliği elde edilir. 

Örnek 3.3 ,   - aralığında tanımlı tüm sürekli reel değerli fonksiyonların uzayı  ,   - 

olmak üzere, bu küme üzerinde ‖   ‖       ,   -| ( )   ( )| Chebyshev normu tanımlı olsun. 

( ,   - ‖ ‖) bir Banach uzayıdır. Aşağıda verilen integral denklemi göz önüne alalım: 

 ( )   ∫
 

 
,
     

 
 
    ( )   ( )

 
-    

       

   
   ,   - 

burada  

    (,   -      ) ve  (       )  
     

 
 
      

 
 şeklinde tanımlıdır. 

    (,   - ,   -) ve  ( )    şeklinde tanımlıdır. 

    (,   -  ) ve  ( )  
       

   
 şeklinde tanımlıdır. 

   (,   -  )   (,   -  ) olmak üzere 

 ( ( ))   ∫
 

 
,
     

 
 
    ( )  ( )

 
-    

       

   
                                                (3.13) 

operatörünü göz önüne alalım. 

| ( ( ))   ( ( ))|  | ∫
 

 

    ( )      ( )   ( )   ( )

 
  | 

                                      ∫
 

 

 

 
|    ( )      ( )|     ∫

 

 

 

 
| ( )   ( )|    
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                                     ∫
 

 

 

 
| ( )   ( )|     ∫

 

 

 

 
| ( )   ( )|    

şeklinde olup yukarıdaki eşitsizlik için Chebyshev normu uygulanırsa 

‖ ( )   ( )‖   ∫
 

 

 

 
‖   ‖    ∫

 

 

 

 
‖   ‖   

                            
 

 
‖   ‖ 

elde edilir. Yani   bir 
 

 
-büzülme dönüşümdür. Son eşitsizlikten       

 

 
 olduğu açıktır. Şimdi 

aşağıda verilen integral denklemi göz önüne alalım: 

 ( )   ∫
 

 
[
     

 
 
    ( )   ( )

 
   

 

 
]    

      

   
   ,   - 

   (,   -  )   (,   -  ) olmak üzere 

 ( ( ))   ∫
 

 
0
     

 
 
    ( )  ( )

 
   

 

 
1    

      

   
                                        (3.14) 

şeklinde tanımlanırsa   operatörünün de bir 
 

 
-büzülme dönüşümü olduğu kolaylıkla görülebilir. Bu 

denklemde  

     (,   -
      ) ve   (       )  

     

 
 
      

 
   

 

 
 şeklinde tanımlıdır. 

    (,   - ,   -) ve  ( )    şeklinde tanımlıdır. 

     (,   -  ) ve   ( )  
      

   
 şeklinde tanımlıdır. 

(3.13) ve (3.14) ile verilen dönüşümler Teorem 3.1’in koşullarını sağladığından (2.3) ile verilen 

iterasyon algoritması bu dönüşümlerle yeniden inşa edildiğinde elde edilecek olan *  +   
  ve *  +   

  

dizileri teklikle belirli olan    ve    çözümlerine sırasıyla yakınsayacaktır. Bu nedenle aşağıdaki 

eşitsizlikleri yazabiliriz: 

| (       )    (       )|  |  
 

 
|  

 

 
    ve  

| ( )    ( )|  |
       

   
 
      

   
|  

 

   
|    ( )|  

 

   
    

Dolayısıyla Teorem 3.2’nin tüm koşulları sağlanmış olur. O halde (3.8) eşitsizliğinden 

‖     ‖  
 0
 

 
 
 

   
1

  
 

 

                    

 elde edilir. 
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SONUÇ 

Bu çalışmada herhangi bir Banach 

uzayında uygun şartlar altında bir fonksiyonel 

integral denklem sınıfının teklikle belirli olan 

çözümüne üç adımlı bir sabit nokta iterasyon 

algoritmasıyla daha hızlı ulaşılabileceği 

ispatlanmıştır. Bunun yanında bu çözümün veri 

bağlı olduğu gösterilerek bir örnekle bu sonuç 

desteklenmiştir. 
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