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Ozet: Bu calismada tek-hizli nétron transport teoride calisilan lineer-kuadratik anizotropik
sacilma fonksiyonu igin sonsuz ortam Green fonksyionu elde edilmis ve yari-uzay albedo
hesaplamalar1 icin Singiiler 6zfonksiyonlar yonteminde kullanilmistir. Elde edilen sayisal
sonuglar Modified Fn (Hn) yontemi sonuglari ile tamamen uyumludur.

Anahtar kelimeler: Lineer-kuadratik anizotropik sagilma, Sonsuz ortam Green fonksiyonu, Cn
denklemleri, Singiiler 6zfonksiyonlar yontemi, Yari-uzay albedo

The Half-Space Albedo Calculations with the Linear-Quadratik Anisotropic
Scattering with Singular Eigenfunction Method

Abstract: In this study the infinite medium Green’s function is derived for linear-quadratic
anisotropic scattering in one-speed neutron transport theory and, it is used for the half-space
albedo calculations with Singular eigenfunction method. The calculated numerical results
completely conformed to Modified Fn (Hn) method the results.

Key words: Linear-Quadratic anisotropic scattering, the infinite medium Green’s function, Cn
Equations, Singular Eigenfunction method, Half-space albedo

1. Giris

Albedo terimi bir yiizeyden ¢ikan net pargacik akisinin bu yiizeye giren net pargacik
akisina oran1 ya da kisaca yansima katsayis1 olarak tanimlanir. S6z konusu parcacik,
elektrik yiikii tasimayan notr pargaciklardir. Astrofizikte atmosfer yapisi arastirmalarinda,
meteorolojide hava tahmini hesaplarinda, optik osinografide deniz suyunun analizi gibi
aragtirmalarda foton igin albedo belirlenmeye c¢alisilir. Albedo hesabi, niikleer
miihendislikte, ndtron gogaltict ortam olan reaktdr korunu g¢evreleyen nétron gogaltic
olmayan ndtron yansitici ortamlarin 6zelliklerinin anlasilmasinda ¢alisilir.

Bu caligmada, ortam olarak adlandirilan ve X € [O, 00) araliginda bulunan nétron yansitici

bir malzeme gz Oniine alinmaktadir. X =0 ’da bulunan bir ara yiizey, ortam ile bosluk
arasinda sinirdir. Ortam herhangi bir nétron kaynagi icermemektedir. Bosluktan ortama
ndtron girisi ve ortamdan da bosluga nétron ¢ikist olmaktadir. Ortam igindeki nétronlarin,
ortam ile etkilesmesinin lineer-kuadratik sagilmali oldugu diistiniilmektedir. Malzemenin
yapisina gore, malzeme ile ¢alisilan enerji araligindaki nétron tesir kesitleri gz oniine

Aunf icin: R. G. Tiireci, “Singiiler Ozfonksiyonlar Yontemi ile Lineer-Kuadratik Anizotropik
Sacilmali Yari-Uzay Albedo Hesaplamalar1”, Siileyman Demirel Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Fen Dergisi, 13(2), 144-153, 2018.
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almarak daha teknik bir calisma yapilabilir. Fakat burada yari-uzay problemi
diisiiniildiiginden, homojen dagilima sahip bir ortam igin, tesir kesiti hesaplarina
deginmeden sadece matematiksel olarak ikincil ntron sayis1 lizerinden ¢aligilacaktir.

Belirli, makul yaklagimlar altinda elde edilen tek-hizli, zamandan bagimsiz, homojen
uzay, diizlem geometride yazilan ndtron transport denklemi,

oY (X, 1 . Ny
ﬂ(a—xﬂ)ﬂ’(xou):%_flf (1) (%, ') d e (1)

ile verilir [1-6]. Burada ‘P(X,,u), X noktast ve 4 dogrultusundaki notron akisi,

ndtronlarin ilerleme dogrultusunun kosiniisii, £’ etkilesmeden sonra sagilan ndtronlarin
dogrultusunun kosiniisii, ¢ etkilesmeden sonra ortaya ¢ikan ikincil ndtron sayisidir.
f ( 7 ,u') nétronlarin sagilma olasiligini tanimlayan sagilma fonksiyonudur ve Mika [7]

tarafindan Legendre polinomlari cinsinden seriye agilmistir.
M
)=> f.(2n+1)R, (u)P, (1) )
n=0

Bu agtlim ifadesinde f, sagilma katsayisi, P,(x) ve P, ('), n. mertebeden Legendre

polinomlaridir. Sagilma fonksiyonunda M =0 alinirsa, sadece f, terimi goz Oniine

alinmaktadir. Bu, izotropik sagilmali duruma karsilik gelir ve nétronlarin sagilma olasiligi
her yonde esitti. M =1 durumu ise lineer anizotropik sacilmaya kars1 gelir. Izotropik
sacilmaya ek olarak nétronlarin sagilma olasiligi, agisal degisken ile dogrusal olarak
degismektedir. Her iki sagilma durumu da singiiler 6zfonksiyonlar [8,9] ve 6zdegerleri
[10] agisindan incelenmis olup, ¢esitli ndtron transport teori problemlerine Fn yontemi
[11-12], Cn yontemi [13] ve Hn yontemi [14] gibi farkli yontemler ile uygulanmistir.

M =2 durumu f, =0 kosulu ile saf-kuadratik anizotropik sagilmali duruma [15-17];

M =3 durumu f, =0 ve f, =0 kosulu ile saf-triplet sagilmali [18] durumlara kars1 gelir.

Bu caligmada lineer ve kuadratik sagilmali durumlar birlikte diisiiniilmiis ve sagilma
lineer-kuadratik ~ sa¢ilma  [19-21]  olarak  adlandirilmistir. M =2 olup
f, 20, n<2, f, =0, n>2" dir.

f (e pt)= T, +3FP (1) P (1) +55,P (1) P (1) ©)

Esitligin sag tarafindaki ilk terim izotropik sacilmaya, ikinci terim lineer anizotropik
sagilmaya ve son terim de kuadratik anizotropik sagilmaya karsilik gelmektedir.

Tek-hizli ndtron transport denkleminin ¢oziimiinde en basarili yontemlerden biri Cn
yontemidir. Yontem, nétron transport denklemini, Fredholm integral denklemleri olarak
g0z oniinde alir. Placzek lemmasinin [22] kullanilmasiyla sonlu ortamin sonsuz ortama
dontistiiriilmesini igeren yontem, analitik hesaplart oldukga zordur. Fakat sayisal
sonuclart ¢abuk yakinsayan sonuglar vermesi acgisindan giiclii bir yontemdir. Cn
yonteminden elde edilen Fredholm tipi integral denklemler,
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v (1) = [V (140) G (g = 1) 1o 1
. (4)
+IV_ (ﬂo)G+(ﬂo ﬁﬂ)ﬂodﬂo’ 1<0

1
0 =IV+ (IUO)G+(IUO _>/U):uodzuo
o ©)
+IV_ (ﬂo)G+(ﬂo ﬁﬂ)ﬂodﬂo’ u>0

-1

ile verilir [13]. Burada G+(,u0 —>,u), X=X, =0 ortam smirinda tanimlanan sonsuz

ortam Green fonksiyonu, v~ (x) ortam smiridan ¢ikan nétron akisi, v () ortam

sinirindan giren nétron akisidir.

Bu ¢alismada Denklem (4) kullanilarak yari uzay albedo hesaplari yapilmistir. Denklem
(5) kullanilarak ta bu hesaplamalar yapilabilir, ancak ¢ikan ndtron akisi tizerinden yapilan
hesaplarin farkli problemlerde de oldugu gibi daha iyi sayisal sonuglar verdigi
gozlenmistir. Bu nedenle ¢alisma Denklem (4) kullanilarak yapilmustir.

Sonsuz ortam Green fonksiyonu, ortam sinirina soldan ve sagdan yaklasan ¢6ziimlerin
saglamasi geren sigrama sarti kullanilarak Case 6zfonksiyonlari cinsinden elde edilir [3]
ve asagidaki gibidir:

Gy, ( mﬂo_)xﬂ)

A o) o)

iiﬂq<iv,NA::zi§iv,ﬂ> (_|x—xol)dv

(6)

Burada Ig alt indisi, lineer-kuadratik anizotropik sagilmayi belirtmesi amaciyla

kullanilmigtir. Case yonteminden elde edilen ve Denklem (6) ile verilen sonsuz ortam
Green fonksiyonu, Denklem (4) ve Denklem (5)’ te kullanilarak Singiiler Ozfonksiyonlar
yontemi gelistirilmistir ve albedo problemine uygulanmistir [23-25].

Denklem (6)’ da yer alan lineer-kuadratik anizotropik sa¢ilmaya ait Case 6zfonksiyonlari
ve Case metoduna ait tanimlar asagidaki gibidir. v, ¢ [—l, l] araliginda tanimli kesikli
ozfonksiyonlar:

vy 1-ny Twvou+ 3’

¢(+Vouu) (7)

2 Vo T u

7o = 5; (3,2 (1-¢) (1=cf,)-1] @)
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w=23f (1-c)

Kesikli 6zdegerler, normalizasyon integralinden elde edilen

1
1+VT) 2 1+wey,” +3n,ev,”
Alv)=In — o i s Byl
1—— 0o+ o TV
Vo

denkleminin kokleridir. v € [—l, l] araliginda tanimli siirekli 6zfonksiyonlar:

cv _1-n+wvu+3nu’
B(v.u)=—-P=— V_ﬂ# L

Av)= (1 +wev’ + 37701/2)

A(v)S(v—u)

—cv(1-n+w +3nv*)arctanh(v)

burada P sembolii Cauchy prensip degere kars1 gelir.

Case 6zfonksiyonlar1 agagidaki ortogonallik 6zelliklerini saglarlar:

jfuﬁq (iVo’,U)¢|q (ivo,y)dy =Ny (iVo)
Ny, (_Vo) =-N, (Vo)

408 4 )= Ny (=)

Nig (=) =Ny (v)

2

c 2

Nig (Vo)=( ‘;O) { ;01[(1—770)2+2(1—770)W+(6770(1—770)+W2V02)+6Wno+9f702}
Vo —

—[(1—770 )2+4(1-ng )wvp? +3V02(6770 (1m0 )+W2V02)

2 2
42 4\/\”70‘/04Jr 45’72‘/04"| 2 l+wevg©+3ncvg

0 1-ng +Wv02 +3770v02

+8(1-n0 )W +6v0(6770 (I-m0 )+W2v02 )+48W770v03

+16W770v0+907702v03+3077021/0}

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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N, (v)=v [(1+ wev? + 377Cv2)

—cv (1—77+WV2 +377v2)arctan h(v)]2 (18)

ciriv’®

4

+

(1—77+Wv2 +377v2)2
2. Albedo Hesabi
llgilenilen yari-uzay, X, =0’ da bulunan smr yiizeyi veé X>0 icin ortam olarak

adlandirilan nétron yansitict maddedir. X <0 bosluk olarak adlandirilmaktadir. Yiizey
uzerindeki notron akilari,

v"(y)=Zaﬂﬂ", 1<0 (19a)
vi(u)=p", n<0 (19b)

olarak tanimlidir. Denklem (19a), ortma sinirindan ¢ikan nétron akisi i¢in kuvvet serisi
tanimidir. Denklem (19b)’ de y, tam sayidir ve ortam smrindan giren ndtronlarn

matematiksel olarak momentini belirtir. ¥ =0, alinmasi durumunda yiizeyden igeriye bir
tane notron girisi oldugu diisiiniiliir.  * nin artan degerleri i¢in agisal degisken, e [0,1]

oldugundan, artan y i¢in daha az sayida notron girisi olmasi anlamina gelir. Denklemler
(19a) ve (19b), Denklem (7) ile birlikte Denklem (4)’ te kullanilirsa

B 1
v (u)= 2 Nf(( an +j§ pae
“Ya (- 1)«+1 Cv0 A (Vo) o (V. 1) 20)
t=0 q(VO)
,,,: Hl_([%v ,:Tq((‘:/ (v,u)dv, u<0

ifadesi elde edilir. Denklem (20) de esitligin sol tarafindaki ¢ikan aki tanimi, Denklem
(19a)’ da verilen tanimu ile yazilarak, denklem ™" ile carpilip, u agisal degiskeninin

tanim araligindan dolay1 p € [—1, 0] araliginda integre edilerek diizenlenirse,

5 (_1)[ 1 +(c7) %4(%} A (v)%(v)cv}

m+/+2 o N, (v)

(o0 BLo)A) H o) B ()AL)
%) %)

2 Nig (Vo) 0 Nig (v)

(21)

v

ifadesine ulagilir. Denklem (20) ve (21) deki ara fonksiyonlar asagidaki 6zelliklere
sahiptirler:
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2 i n+l
M(S)=E£ﬂ Bo (& —u)du (22)
- we 3
A](f)— n+1 n+2+n+3 QEAH(Q&) (222)
1-2
A (£)=1-7, - M 2(2 3£+662)
(22b)
—5(1—77‘5+W§2+377§§2)In(1+§J
B,(&)=-2 [ 4 (& ) 23)
n Céo q )

1-n. _w& _3n.

B (¢)=¢Bya(5)- n+l n+2 n+3 (232)
1+2
Bo(cf)=§(l+cw§2+3cn§§2)—(1—ﬂg)——wé( 2+ ‘)
(23b)

_%(2+3§+6§2)—§(1—775 +WE? +377§§2)In(1+éj

Denklem (21) asagidaki matris formunda yazilarak, sayisal hesaplamalar i¢in denklem
sistemi elde edilir.

;(—1)/ aT, =U,, (24)
R

3. Sayisal Hesaplamalar
Albedo nétron yansitict malzemeden ¢ikan net ndtron akisinin, malzemeye giren net

notron akisina oranidir. Dolayisiyla, Denklem (19a) ve (19b) ile verilen tanimlar g6z
Oniine alinirsa, albedo i¢in

I MoV ﬂo dﬂo

=(r+2)Ya (1) 27)

Pla = ~ g2

_[ Hov" ﬂo d Hy
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ifadesi elde edilir. Bu asamadan sonra Denklem (24) a, katsayilarini bulmak i¢in ¢oziiliir
ve bulunan katsayilar Denklem (27)’ de kullanilarak albedo hesab1 yapilir.

Tablolardaki N sayisi, Denklem (24) ve Denklem (27)’ deki toplam ifadesinin
mertebesine kars1 gelmektedir. Tablo 1-6, ¢ =0.8 ve » =0 i¢in yani sadece tek bir tane
ndtronun ortam smirindan girmesi durumuna karsi, degisen f, ve f, katsayilarina gore

albedo degerlerini gostermektedir. Hesaplamalar, Mathematica (v13.1) programinda
hazirlanan kodlar ile yapilmistir.

Elde edilen ve Tablo 1-6° da gosterilen degerler Modified Fn metodundan elde edilen
sonuglarla [19] tamamen tutarlidir. Tablolar 7-9, degisen f, ve f, katsayilari igin giren

notron akisinin momentleri icin albedo degerlerini gostermektedir. Tablolar 7-9,
kalabalik goriinlimden sakinmak icin sadece yedinci yaklasim i¢in verilmistir. Sonuglarin
[26] tarafindan Modified Fn yontemiyle elde edilen sonuglarla tamamen tutarli oldugu
goriilmektedir.

Tablo 1. fl = —0.3 ve degisen fz degerleri i¢in albedo degerleri

f =-03

1

f =-038 f =-03 f =-0.2 f =-0.18

0.5112878 0.4868405 0.4551191 0.4486125
0.5088121 0.4848286 0.4536325 0.4472231
0.5087871 0.4848037 0.4536077 0.4471983
0.5087855 0.4848021 0.4536061 0.4471968
0.5087853 0.4848019 0.4536060 0.4471966
0.5087853 0.4848019 0.4536059 0.4471966
0.5087853 0.4848019 0.4536059 0.4471966

~oubhwNR| =

Tablo 2. f1 =—0.2 ve degisen f2 degerleri igin albedo degerleri

f=-02

f =-0.32 f =-03 f =-0.2 f =-0.12

2 2 2

0.4832856 0.4765019 0.4420894 0.4139329
0.4810022 0.4743419 0.4404996 0.4127409
0.4809762 0.4743159 0.4404739 0.4127157
0.4809746 0.4743143 0.4404724 0.4127142
0.4809744 0.4743142 0.4404723 0.4127140
0.4809744 0.4743142 0.4404722 0.4127140
0.4809744 0.4743142 0.4404722 0.4127140

~No ok~ WN - Z

Tablo 3. fl =—0.1 ve degisen f2 degerleri igin albedo degerleri

f =-01

1

f=-026 f=-02 f=-01 f =-006
0.4514111 0.4286376 0.3905668 0.3752794
0.4493303 0.4269246 0.3893847 0.3742812
0.4493033 0.4268980 0.3893591 0.3742560
0.4493018 0.4268965 0.3893577 0.3742547
0.4493016 0.4268964 0.3893575 0.3742546
0.4493016 0.4268964 0.3893575 0.3742545
0.4493016 0.4268964 0.3893575 0.3742545

~oubhwN R =
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Tablo 4. fl = 0.1 ve degisen f2 degerleri i¢in albedo degerleri

Tablo5. f, =0.2 ve degisen f, degerleri i¢in albedo degerleri

Tablo 6. fl =0.3 ve degisen f2 degerleri i¢in albedo degerleri

f =01

f =-0.14

2

f =-0.12

2

f =-01

2

f, =0.06

~NoUhAWN R =

0.3722419
0.3706168
0.3705896
0.3705883
0.3705882
0.3705882
0.3705882

0.3631186
0.3616206
0.3615939
0.3615926
0.3615925
0.3615925
0.3615925

0.3540922
0.3527146
0.3526882
0.3526870
0.3526869
0.3526869
0.3526869

0.2849021
0.2842733
0.2842507
0.2842496
0.2842495
0.2842495
0.2842495

f =02

f =-0.08

2

f =-0.01

2

f, =0.1

f, =012

~No U WN R =

0.3233944
0.3220273
0.3220014
0.3220003
0.3220002
0.3220002
0.3220002

0.2903451
0.2893700
0.2893463
0.2893453
0.2893452
0.2893452
0.2893452

0.2419212
0.2413962
0.2413759
0.2413751
0.2413750
0.2413750
0.2413750

0.2334939
0.2330323
0.2330127
0.2330119
0.2330118
0.2330118
0.2330118

f =03

N f--001 f=001 f=01 f=018

1 02630618 0.2533684 0.2124000 0.1788931
2 02620257 02524386 0.2118528 0.1785801
3 02620029 02524166 0.2118343 0.1785647
4 02620021 0.2524158 0.2118337 0.1785642
5 02620020 02524157 0.2118337 0.1785642
6 02620020 02524157 02118336 0.1785642
7 02620020 0.2524157 0.2118336 0.1785642

Tablo 7. Artan  degerlerine gore fl = 0.1 i¢in albedo degerleri

Y f,=-014 f,=-01 f,=-005 f,=0.06
0 0.37595755 0.36042249 0.34177535 0.30366890
1 0.36294633 0.34588600 0.32536249  0.28323118
2 0.35648119  0.33840386  0.31662584  0.27178883
3 0.35279820  0.33397921  0.31128437 0.26446178
4 0.35050717 0.33111725 0.30771548  0.25935705
5 0.34899183  0.32914595  0.30517890  0.25558948
6 0.34794322  0.32772332  0.30329212 0.25269005
7 0.34719206 0.32665898 0.30183882  0.25038688
8 0.34663916 0.32583950 0.30068806  0.24851141
9 0.34622320 0.32519359 0.29975620 0.24695345

Tablo 8. Artan y degerlerine gore fl =0.2 i¢in albedo degerleri

Y  f,=-008 f,=-005 f,=01 f,=0.12

0 0.33578624 0.32354633  0.26911575 0.26264485
1 0.31933397 0.30587007  0.24572077 0.23853143
2 0.31067925 0.29640535 0.23245219 0.22478219
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0.30545130  0.29059056  0.22386992 0.21584858
0.30199884  0.28668893  0.21784272 0.20955055
0.29957217  0.28390530 0.21336538 0.20485677
0.29778597  0.28182754  0.20990121 0.20121506
0.29642364  0.28022198 0.20713707 0.19830228
0.29535486  0.27894686  0.20487764 0.19591637
0.29449690  0.27791141  0.20299457 0.19392425

O©oo~NO O Ww

Tablo 9. Artan p degerlerine gore fl = 0.3 i¢in albedo degerleri

Y f,=-002 f,=005 f,=01 f,=0.18

0.29036833 0.26290716  0.24528762  0.22013752
0.26997412 0.23969214  0.22020233  0.19227237
0.25883795 0.22670232  0.20597994  0.17621097
0.25187750 0.21840645 0.19679368  0.16569158
0.24713520 0.21264664  0.19035388  0.15823074
0.24370520 0.20841117  0.18557907  0.15264426
0.24111321 0.20516347  0.18189164  0.14829379
0.23908780 0.20259265  0.17895459  0.14480367
0.23746277 0.20050613  0.17655783  0.14193781
0.23613085 0.19877818  0.17456342  0.13954005

O©Coo~NOOUIA~WNEF O

4. Sonug¢ ve Yorum

Cn yontemi, ndtron transport denklemini ¢ozmek i¢in Kavenoky tarafindan gelistirilmis
giicli, fakat matematiksel olarak olduk¢a zor bir yontemdir. Yontemin giicii, sayisal
sonuglardaki basarisindan gelmektedir.

Bu ¢alismada Cn denkleminden elde edilen Fredholm tipi integral denklemlerde lineer-
kuadratik anizotropik sacilma i¢in elde edilen sonsuz ortam Green fonksiyonu
kullanilmistir. Bu sekliyle problemin incelendigi yontem, Singiiler 6zfonksiyonlar
yontemidir.

Tablo 1-6° daki degerlere gore sabit ¢ degeri igin f, katsayisi arttikga albedo degerleri

diismektedir. Benzer durum sabit ¢ degeri ve sabit f, ve artan f, i¢in de goriilmektedir.

Elde edilen sonuclara gore albedo degerlerindeki diisiisiin nedeni sagilmanin etkisi olarak
yorumlanabilir. Literatiideki benzer ¢alismalara gore saf-lineer anizotropik sagilma
katsayisi arttik¢a albedo degerlerinin diistiigli fakat bunun aksine saf-kuadratik sagilma
katsayis1 arttikca da albedo degerlerinin, sagilmanin mertebesine gore arttid
goriilmektedir. Bu ¢alismanin sonuclarina gore baskin olan sagilmanin lineer anizotropik

sacilma oldugu sOylenebilir. Agisal degiskenin ye[—l,l] aralifinda tanimli olmasi

nedeniyle beklenen bir sonuctur.

Tablo 7-9° da pozitif f; i¢gin giren nétron akisinin momentleri goz 6niine alinmigtir. Bu
tablolardaki degerlere gore sabit ¢, f, ve f, degerleri i¢in artan » degerlerinde albedo

degerleri diismektedir. Benzer sekilde sabit ¢, f, ve » icinartan f, degerleriigin albedo

degerleri diismektedir. Elde edilen sonuglar Modified Fn (Hn) yonteminden elde edilen
sonuglar ile tam olarak uyusmaktadir.
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