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Oz

Bu caligmada, 8-boyutlu oktoniyon uzayda, reel oktoniyonlarla, oktoniyonik rektifiyan, oskiilatér ve normal
egrilerin 6zelliklerinin nasil belirlenebilecegi konusu iizerine odaklaniimistir. Oncelikle, oktoniyonlar cebirleri
ve 8-boyutlu oktoniyon uzayinda oktoniyonik egriler hakkinda baz1 bilgiler verilmistir. Daha sonra 8-boyutlu
oktoniyon uzayda oktoniyonik rektifiyan, oskiilator ve normal egrileri tammlanmistir. Son olarak, oktoniyonik

rektifiyan, oskiilatoér ve normal egrilerin bazi karakterizasyonlari elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Oktoniyonik rektifiyan egri, Oktoniyonik oskiilatér egri, Oktoniyonik normal egri
Oktoniyon uzay

Determination of Properties of Octonionic Rectifying, Osculating and Normal Curves
Using Real Octonions in 8-Dimensional Octonion Space

Abctract

In this study, we focus on the issue of how to determine properties of octonionic rectifying, osculating and
normal curves by means of real octonions in 8-dimensional octonion space. Firstly, we give some informations
about octonion algebras, and octonionic curves in 8-dimensional octonion space. After that, we define
octonionic rectifying, osculating and normal curves in 8-dimensional octonion space. Finally, we obtain some
characterizations of the octonionic rectifying, osculating and normal curves.

Keywords: Octonionic rectifying curve, Octonionic osculating curve, Octonionic normal curve, Octonion space

1. Giris karakterizasyonlar1 da g¢alisilmistir (Ilarslan
_ _ o ' ~vd, 2003). Rektifiyan egrileri farkli bir bakig
Diferensiyel geometrinin en dikkat cekici agistyla genis bir alanda incelenmistir (Chen

konularmm ~ baginda  egriler  teorisi g Djllen, 2005). Yine bu alanda elde edilen

gelmektedir.  Ozellikle, farkli  cebirsel tanim, teorem ve sonuclarn karsiliklart 3

yapilarin diferensiyel geometriye  poyytly Minkowski uzayinda bulunmustur
uygulanabilirligiyle ~ beraber, bazt  6zel (jar5lan ve Nesovic, 2007). Diger taraftan
egriler, nemli problemlerin  eytifivan  erilerinin  farkli  boyutlarda
cevaplanmasinda belirleyici ol tammlart  da  verilmistir.  Rektifiyan

oynamaktadir. Bu 06zel egrilerden bazilari
rektifiyan, oskiilator ve normal egrilerdir. Bir

egrilerinin bazi temel Ozellikleri 4 boyutlu
Oklid uzayinda incelenmistir (Ilarslan ve

uzaysal egrinin pozisyon (yer) vektoriniin - Negovic, 2008a). Bunun yaninda, rektifiyan

hangi durumlarda daima yer vektoriiniin
rektifiyan diizleminde yattig1 sorusuna cevap
olarak, rektifiyan egrisi tanimlamistir (Chen,
2003). Tanimlanan ve karakterizasyonlari

egrileri n boyutlu Oklid uzaymda da
tanimlanmistir (Cambie vd., 2016). Diger
taraftan, oskiilator ve normal egri kavrami

. . e rektifiyan egri tanimina benzer olarak
incelenen rektifiyan egrilerinin 3 boyutlu verilmistir (Tlarslan ve Nesovic, 2008b).
Minkowski uzayindaki tanimi ve
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Bu c¢alismayla beraber oskiilator egrilerin
baz1 karakteristik ozellikleri 3 ve 4 boyutlu
Oklid uzayinda incelenmistir (Ilarslan ve

Nesovic, 2008b). Kuaterniyonlar cebiri
Hamilton tarafindan tanimlanmistir
(Hamilton, 1866). Kuaterniyonlar,
diferensiyel geometride Ozellikle egriler
teorisinde  bir ¢ok  bashk  altinda
incelenmistir. ~ Diferensiyel  geometride

oldukca popiiler olan Serret Frenet formiilleri
kuaterniyonlar yardimiyla 3 ve 4 boyutlu
Oklid wuzayinda, yeniden hesaplanmistir
(Bharathi ve Nagaraj, 1987). Kuaterniyonik
egriler icin yapilan bu hesaplamalar
kullanilarak, kuaterniyonik rektifiyan egrileri
(Gungor ve Tosun, 2011), kuaterniyonik
oskiilator egrileri (Bektas vd., 2016) ve
kuaterniyonik normal egrileri verilmistir
(Yildiz ve Ozkaldi Karakus, 2013).
Oktonionlar arastirmacilarin  ¢alistigr  bir
diger Oktoniyonlar
degismeli olmayan, fakat
olan cebirsel

cebirsel yapidir.

ve Dbirlesmeli

normlu bir bolim cebiri
yapilardir. Oktoniyonlar Graves ve Cayley
tarafindan bagimsiz olarak kesfedilmistir.
Oktoniyonlarin  cebirsel ve  geometrik
ozellikleriyle ilgili genis bilgiler mevcuttur
(Dray ve Manogue, 2015; Baez, 2002).
Oktoniyonik egriler i¢in Serret Frenet
formiilleri 7 ve 8 boyutlu Oklid uzayinda
verilmistir (Bektas ve Yuce, 2014 ve 2020).
Biz bu ¢aligmamizda, oktoniyonik rektifiyan,
oskiilator ve normal egrileri  reel
oktoniyonlar yardimiyla 8 boyutlu oktoniyon
uzayinda tanimlayacagiz. Daha sonra bu 6zel
oktoniyonik egrilerin bazi karakteristik

ozelliklerini inceleyecegiz.
2. Temel Kavramlar

Bu boliimde, ilk olarak reel oktoniyonlarla
ilgili temel bilgilere yer verilecektir. Daha
sonra, oktoniyonik egrilerin Serret Frenet
formiilleri

verilecektir.

8 boyutlu Oklid uzayinda

2.1. Oktoniyonlar

Bir reel oktoniyon veya kisaca oktoniyon, A
(i =0,12,..., 7) terimleri birer reel sayi,
e, =1 skaler eleman ve e (i=12,..,7) ler
de standart birim baz elemanlar1 olmak iizere,

7
A=2Aei seklinde tanimlanir.  Birim
i~0

oktoniyon baz elemanlarinin ¢arpim tablosu
Tablo 1 ile verilebilir.

Tablo 1 Birim oktoniyon baz elemanlarinin
carpimi

X|ey| eg | ey | e3 | es | es | eg | €
eol €o| €| eyl es3| ey es| eg| ey
e1] e | —eo| e3| —ey|l es| —es —es| eg
eyl ey —e3| —eo| e1| eg| e;| —e4| —es
esles| ey —eq| —eo| e;| —eg| es| —ey
e4] €4| —€5| —eg| —€7| —€o| e1| ey| e3
es|es| ey —e;| eg| —eq| —eo| —e3| ey
€s| €g| €7 es4| —es| —ey| e3 | —eo| —e;
e;] e;| —eg| es| ey| —es| —ey| eq| —eo
0, oktoniyonlarin  kiimesi, é'ij Kronecker

deltasi, e,=+1 carpimsal birim, &

tamamen antisimetrik tensér ve V(ijk)=
(123), (145), (176), (246), (257), (347),
(365) olmak  {izere

icin g, =+1

7
O:{A:ZAei| Aei, eg=¢ee=¢,
i=0

€8 =€ €e; =—0,;6 + &8 } ile

tanimlanir.
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O kiimesi iizerinde toplama islemi herhangi

7 7
iki A= Z Ae ve B= Z B.e, oktoniyonlar
i=0 i=0

7
A+B=> (A +B)e seklinde

i=0

icin

tanimlidir.
p:0-> E®,

A—w(iaﬁij=(Ab’A&’Az’A3’A4’A5’A5’A7)

doniistimil bir lineer izomorfizm oldugundan

dolayr, O, oktoniyonlarm kiimesi, E° 8

boyutlu  Oklid  uzayma  izomorftur.
7
A= z Ae, oktoniyonunun eslenigi
i=0

_ 7
A=A - z Ag, ile tanimlanir.

i=1
,
S,=A, ve V,= ZAei ile gosterilirse,
i=1
A=S,+V, seklinde ifade edilebilir. Burada
S, = A, reel sayisina A oktoniyonunun reel

7
kismi ve VA:Z:A@i vektoriine de A

i-1
oktoniyonunun uzaysal kismi (vektorel veya
pure kismi) denir.

Iki oktoniyonun carpimi

AxB=5,5;—(V,, V) +S,Vg + S5V, +V, AV,
ifadesi ile tamimlidir. Burada <,> ve A

islemleri E’ Oklid uzayinda, sirasiyla, i¢
carpim ve vektorel carpimdir. Simetrik, non-
dejenere reel degerli g bilineer formu

g:0x0 > ,g(A,B):%(Ax§+BxK)
seklinde tanimlidir. g oktoniyonik i¢ ¢arpim

,
olarak isimlendirilir ve g(AB)=> AB
i=1

seklinde hesaplanir. Eger A+A=0 ise bu
durumda A oktoniyonu uzaysal oktoniyon
olarak adlandirilir. Uzaysal oktoniyonlarin

kiimesi, o; Kronecker deltasi, &, tamamen
antisimetrik tensor ve V(ijk)=(123), (145),
(176), (246), (257), (347), (365) i¢in

&y =+1 olmak lizere

7
O, :{A:ZAei‘ Aei, €€; :_é‘ijeo—’_gijkek}
izl

ile tanimlanir. Ayrica uzaysal oktoniyonlarin

kiimesi, E’ 7 boyutlu Oklid uzayma

izomorftur.
A:iAei oktoniyonunun normu
i=0
_ 7
|A]=vVAxA = /ZAZ seklinde hesaplanir.
i=0
Eger |A|=1 ise A oktoniyonu birim

oktoniyon olarak isimlendirilir.

A=Z7:Aei oktoniyonunun tersi A™ = ”:|\|2
i=0

ile tanimlanir.

A, B iki uzaysal (pure) oktoniyon olsun. Bu
B x ( At x A) =B
At x (Ax B) =B ozellikleri saglanir (Ward,
1997). Ayrica, A ve B uzaysal

oktoniyonlarinin birim oktoniyon olmasi
durumunda norm tanimi da goéz Oniine

almrsa Bx(AxA)=B ve Ax(AxB)=B

ozellikleri elde edilir.
Bu ozelliklerin  yaninda, A
oktoniyonlar1 i¢in  asagidaki
carpimlar tanimlidir:

1) Ax(AxB)=(AxA)xB,
2) (AxB)xB=Ax(BxB),
3) (AxB)xA=Ax(BxA),
(Ward, 1997).

durumda, ve

ve B
oktoniyon

2.2 Serret Frenet Formiilleri

I:l1ci - E®, 8 boyutlu Oklid uzayinda
birim hizli bir egri ve {U;}, 1<j<8

elemanlar1 da I egrisinin Serret Frenet cati
elemanlar1 olsun.

Budurumda I':1 c; — E® egrisinin Serret
Frenet tiirev formiilleri
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U, (s)=k.(s)U.(s),

U, (8) =K, (S)U,s(5)+Ky (3)U,a(S), 2<m<7
Us (s) =k, (s)U; (s)

seklinde verilir (Gluck, 1966).

Bu formiiller oktoniyonik egriler
tanimlandiktan ~ sonra  asagidaki = gibi
verilmigtir.

Tamm 2.1 E’, 7 boyutlu Oklid uzay: ile

Oq ={]/EO‘]/+7_/=O}

oktoniyonlarin kiimesi 6zdes olmak {izere
7

yilci =0, y(s)=D7(sk egrisi
i1

uzaysal reel oktoniyonik egri (UROE) olarak
tamimlanir (Bektas ve Yuce, 2014 ve 2020).

uzaysal

Teorem 2.1 y birim hizli uzaysal reel
oktoniyonik egri (BHUROE) ve {Vj},

0<j<6 elemanlar1 da E’, 7 boyutlu

Oklid uzaymda BHUROE’nin Serret Frenet
catist olsun. Bu durumda, BHUROE’nin
Serret-Frenet denklemleri

V()'(S):kl(s)vl(s)’

V, (8) ==K, (S)Voa(s)
+k, ($)V,1(S),
2<m<7

Vg () =—ks(5)V5(5)

seklindedir. Burada k;, 1<i<6 ler egrilik

fonksiyonlaridir. (2.1) denklemi
BHUROE’nin Serret Frenet formiilleri
olarak adlandirilir. (Bektas ve Yuce, 2014 ve
2020).

(2.1)

Tamm 2.2 E®, 8 boyutlu Oklid uzay ile O
oktoniyonlarin kiimesi 06zdes olmak {izere

izere p:lcj -0, ﬂ(s):iﬂ‘(s)e‘

egrisi reel oktoniyonik egri (ROE) olarak
isimlendirilir (Bektas ve Yuce, 2014 ve
2020).

Teorem 2.2 g birim hizli reel oktoniyonik

egri  (BHROE) ve w;}, o<j<7

elemanlari da E®, 8 boyutlu Oklid uzayinda
BHROE’nin Serret Frenet catis1 olsun. Bu
durumda BHROE’nin Serret-Frenet

denklemleri

+(k2 _K)(S)Ws(s)’

W, (s)=—(k, —x)(s Wz(s), 22)
+ks (S)W, (s)

W‘;(S)=—k3(S)W3(S)+(k4—K)(S)W5 (S)’
W (s) =—(k, —&)(s)W, (s) +ks (s)Ws (s),
W (5) =—ks ()W () + (ks +5) ()W, (s),
Wi () == (ks +5)(s)W; ()
dir. Burada W, =V,xW,, W, =V,xW,,
W, =V, xW,, W,=V,xW,, W,=V,xW,,
W, =V, xW,, W, =V, xW, K(s)=”vv0' dir
(Bektas ve Yuce, 2014 ve 2020).
2.2 (")klidyen Uzayda Rektifiyan,

Oskiilator ve Normal Egriler

Tamm 2.3 3 boyutlu Oklid uzayinda,
orijinden gecen bir « rektifiyan egrisi T
birim teget vektor alan1 ve B birim binormal

vektor alani olmak lizere
a(s)=2(s)T(s)+n(s)B(s)
seklinde  tanimhidir. Burada s  yay

parametresi olmak iizere A(s) ve 7(s)

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir (Chen,
2003).

Tammm 2.4 3 boyutlu Oklid uzayinda,
orijinden gecen bir « oskiilator egrisi T
birim teget vektor alant ve N birim asli
normal  vektdor alan1  olmak

a(s)=A(s)T(s)+n(s)N(s)

seklinde tanimlidir.

uzere

Burada s yay parametresi olmak tizere A (S)

ve 77(8) diferensiyellenebilir fonksiyonlardir
(Narslan ve Nesovic, 2008b).
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Tamm 2.5 3 boyutlu Oklid uzayimnda,
orijinden gegen bir ¢ normal egrisi N birim
asli normal vektor alan1 ve B birim binormal

vektor alanmi olmak lizere
a(s)=A(s)N(s)+n(s)B(s)
seklinde tanimlidir. Burada s  vyay

parametresi olmak iizere A(s) ve 7(s)

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir (Ilarslan
ve Nesovic, 2008Db).
2.6

{T,N,Bl,Bz} catis1 verilsin. N birim asli

Tanim a:l >E* egrisi  ve

normal vektor alaninin ortogonal

kompleman: N*, s yay parametresi, A(s),

771(3) ve 772(5)

fonksiyonlar olmak {izere N+

diferensiyellenebilir
dik
tamlayaninin tizerinde yatan
a(s)=A(s)T(s)+m(s)B.(s)+7,(s)B,(s)
E4
orijinden gecen bir rektifiyan egri olarak
tamimlanir (Ilarslan ve Nesovic, 2008a).

egrisi 4 boyutlu Oklid uzaymnda,

a:l > E*

Tanim 2.7 egrisi  ve
{T.N,B,,B,} catist verilsin. B, birim
binormal  vektér  alaninin  ortogonal

kompleman: B*, s yay parametresi, A(s),

771(5) ve 772(5)

fonksiyonlar olmak iizere B*

diferensiyellenebilir
dik
tamlayaninin lizerinde yatan
a(s)=A(s)T(s)+m(s)N(s)+n,(s)B,(s)
egrisi. E*, 4 boyutlu Oklid uzaymda,

orijinden gegen bir oskiilator egri olarak
tanimlanir (Ilarslan ve Nesovic, 2008b).

2.8 a:l —>E*

{T,N,Bl,BZ} catis1 verilsin. T teget vektor

Tanim egrisi  ve
alaminin ortogonal komplemanm1 T*, s yay
parametresi, A(s), n,(s) ve 1,(s)
diferensiyellenebilir ~ fonksiyonlar  olmak
iizere T* dik tamlayaninm iizerinde yatan
a(s)=A(s)N(s)+n,(s)B,(s)+m,(s)B,(s)
egrisi E*,
orijinden gegen bir normal egri

4 boyutlu Oklid uzayinda,
olarak

tamimlanir (Ilarslan ve Nesovic, 2008 a ve b;
Yildiz ve Ozkald1 Karakus 2013 ve 2016).

Tamm 2.9 {T.N,B,,B,,K ,B_,},

a:l — E" egrisinin Serret Frenet n-gatisi
@($)= 29T (5)+ 27 (5)B ()
egrisine E" Oklid uzayinda rel;tiﬁyan egri
denir. Burada, s yay parametresi, A(s),
1(8),72,(8) s M- ()

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir (Cambie
vd., 2016).

olsun.

Son tanim dikkate alinirsa N boyutlu Oklid
uzaymda rektifiyan egriler tanimlanmis ve
rektifiyan egrilerle ilgili
karakterizasyonlar elde edilmistir (Cambie,
vd., 2016).

bazi

3. Oktoniyonik Rektifiyan, Oskiilator ve
Normal Egriler

Bu bélimde, 8 boyutlu Oklid uzayindaki
rektifiyan, oskiilator ve normal egrileri,
oktoniyon cebiri kullanilarak, sirasiyla,
oktoniyonik rektifiyan, oktoniyonik oskiilator
ve oktoniyonik normal egrisi olarak
tanimlanacaktir. Daha sonra, oktoniyonik
egrilerin  egriliklerinin  hangi bagintilar
sagladig gosterilecektir. Ayrica,
oktoniyonik  bir  egrinin  oktoniyonik
rektifiyan, oskiilatér ve normal egri olmasi
icin gerek ve yeter sartlar elde edilecektir.

Tanmm 3.1 8 :1 >0
(W, W, W, , Wy W, W, W, W, |

oktoniyonik egrisinin Serret

oktoniyonik egrisi
verilsin.

kiimesi p

Frenet cat1 alan1 ve

W' ={Ue0o:uxW,=-(WxU)}  (31)
ifadesi de W, birim asli normal vektor

alaninin ortogonal komplemani olsun.
Bu durumda oktoniyon uzaymn baslangi¢

;

0= z Oe, noktasindaki oktoniyonik
i~0

rektifiyan egrisi

35



8-Boyutlu Oktoniyon Uzayinda Reel Oktoniyonlar1 Kullanarak Oktoniyonik Rektifiyan, Oskiilator ve Normal
Egrilerin Ozelliklerinin Belirlenmesi

B(s)=4 Wii(s)  (3:2)

Zn.
bagmtisi ile tamimlanir. Burada A(s), 7,(s),

1,(8) ...

fonksiyon, S de
parametresidir.

., 15(s) birer diferensiyellenebilir

yay  uzunlugu

1 -0
WG, Wi, W, W, W, Wi, Wy W, )

oktoniyonik egrisinin Serret

Tamm 3.2 f oktoniyonik egrisi
verilsin.

kiimesi p

Frenet ¢at1 alan1 ve
W, :{U e0:U XVVZZ—(WZXU)}
ifadesi de W, birinci birim binormal vektdr

alaninin ortogonal komplemani olsun. Bu

durumda  oktoniyon uzaymm baslangic
7

0= Z:Oei noktasindaki oktoniyonik
i=0

oskiilator egrisi

B(s)=A(s)Wy(s)+m(s +Zn. Wi (
bagintisi ile tanimlanir. Burada 771( ),772( )

776(5)

fonksiyon, S de
parametresidir.

birer  diferensiyellenebilir

ge ey

yay  uzunlugu

10
{W0 W, W, W, W, W, W ,W7}

oktoniyonik egrisinin Serret

Tanim 3.3 g

verilsin.

oktoniyonik egrisi

kiimesi p

Frenet cat1 alan1 ve
WOL:{UEOZUXVV(J:—(WOXU)}

ifadesi de W, birim teget vektor alaninin
ortogonal komplemani olsun. Bu durumda

;
oktoniyon uzayin baslangig 0=Z:06i
i~0
noktasindaki oktoniyonik normal egrisi
2771 ) bagntist ile tammlanur.
Burada A(s), 771( ):1,(8) ..., 7m5(s) birer
diferensiyellenebilir fonksiyon, s de yay
uzunlugu parametresidir.
Simdi oktoniyonik uzayda, oktoniyonik

rektifiyan egrinin oktoniyonik bir egrinin

egrilikleri  cinsinden  karakterizasyonunu
asagidaki teorem ile verelim.

:1—->0 , 8-boyutlu
birim  hizli  bir
oktoniyonik K ( S ) K, ( S ) ,

(kz_K)(S)’ k3(5), (k4_K)(S)’k5(S)’

(k6 +K‘)(S) de egrinin egrilikleri olsun. Bu

Teorem 31 4
oktoniyon  uzayimnda

egri  ve

durumda B  oktoniyonik egrisinin  bir

oktoniyonik rektifiyan egriye eslenik olmasi
i¢in gerek ve yeter sart

ol

ol )

olmasidir.

Ispat g :1 >0, 8-boyutlu oktoniyon
uzayinda birim hizli bir oktoniyonik egri
olsun. Bu durumda (3.2) ifadesinin her iki
tarafinin S yay uzunlugu parametresine gore

(3.3)

tiirevi alinirsa,

W, (s)=2"(5)W, (s)+A(s)W, (s)+

6
(1 (s)Wes ()1, (5)Wo (5))
i=1
elde edilir. Oktoniyonik egrinin (2.2) ile
verilen oktoniyonik Serret Frenet formiilleri

kullanilirsa,
Wi ()= 2/(5)Wh 5)+

(Z(S)K(s)—nl(s)kl(s))Wl(s)+

esitligi bulunur. Bu esitlikte karsilikli
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bulunur.

katsayilar esitlendiginde asagidaki ifade . . ) ( (S+C) ]V [ﬁj{_
ks (s)[ (ko =)(s) ((k,=x)(s) ) ||\ Ki(s)

s R

s)-1,(s)(k, —x)(s)=0, (34)  gir. Burada

A'(s)=1,

)
=0, . 1 1 . (s+c) '
e w{( )()((kz—us)”
1
(

10 ()41, (5) (K, + 5)(5) 0. ") & D))

Yukaridaki esitlikler kullanilip, integral , ( ) (i-1)
. K|S
islemi  uygulanirsa  diferensiyellenebilir olmak iizere 17, (s)=2m, (5)( ( S)J
1

i=1
fonksiyonlardan A(s),7,(s),7,(s)

elde edilir. Diger taraftan 7, (S)

A(s)=s+c
) <s>=(”‘f<5><kzK><s>+k3<s>][x<s>]+
x(s) 4 (k,—x)(s)(k,~x)(s) | ky(s)
771(8):(8+C)(k &) J (35)
1 (m(5)+m, (5),-x)(s)+k (5549 (K(S)],+
II: Z ] (k, —x)(s)(k, —x)(s) )

ol |
ool oo (]

seklinde bulunur. Diger diferensiyellenebilir

fonksiyonlar asagidaki gibi  verilebilir.

Oncelikle 7, ( S) fonksiyonunu bulalim:
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Burada

Burada

n<ﬂ=§;wﬂ(gsgﬁn 38

seklinde bulunur. 7 (5)

fonksiyonu

diferensiyel

ks(s)

n,(s) .
= Imak
p5 (S) k5 (S) olma uzere
(i-1)
5 Kk(s) .
dir. Son
ISl
olarak 1(s) diferensiyel fonksiyonu

g@ﬁpx9+@@mxﬁ[xcqg

(k, +5)(5) K (s)

0,()+ Py (5)+k (5)n, () [K(s)]"+
(k +5)(5) k()

Burada
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r,(s) P (8)+ P, (5)+ks (s)n, (s)
i (ks +x)(s) :
r ( )_ p2(5)+ p3'(s)+k5(s)n3 (S)
3 (k. +£)(5) :
r4(S) _ p3(3)+ p4'(s)+k5)(s)n4 (S) |

(i-1)
na(s):iZ::r, (s)(:((z))] (3.10)
dir.  Bulunan bu ifadelerden  7;(s) ve
s (s) diferensiyellenebilir fonksiyonlari
16 () +75(3) (ks +x)(s)=0 esitliginde
yerlerine yazilirsa

elde edilir.

Tersine,  (3.3) denkleminin saglandigini
kabul edelim. Bu durumda, oktoniyon
uzayinda bir oktoniyon
A(S):ﬂ( ) S)W an |+1 S)
seklinde yazilabilir. Burada gerekli islemler
yapildiginda A'(s)=0 elde edilir. Bu
durumda A(s) oktoniyonu sabit bir

oktoniyondur. Boylece S oktoniyonik egrisi

bir oktoniyonik rektifiyan egriye esleniktir.

Teorem 3.2 Tamamen O oktoniyon uzayda
yatan, sifirdan farkli ve sabit «(s), k,(s),

(k;—x)(s), ki(s), (ki=x)(s), Ks(s),

(ks +x)(s) oktoniyonik egriliklerine sahip
bir oktoniyonik rektifiyan egri yoktur.

Ispat Kabul edelim ki, «(s), k(s),

(k,=x)(s). Kks(s), (Ki=x)(s), ks(s),
(ks +x)(s) oktoniyonik egrilikleri sifirdan

farkli ve sabit olan tamamen O oktoniyon
uzayda vyatan, B oktoniyonik rektifiyan

egrisi tanimlanabilsin. Bu durumda

s eenganfe]

Buradan,
olduklari

oktoniyonik
kullanilirsa

saglanir.
sabit

esitligi
egriliklerin

661+t ,5) 212 oot

ifade de

Aﬂ' y

edilir. Bu

p(s)= ii © esitlikleri
7 yaylerine yazilirsa
Kk (3)(k,—x)(s)(k,—x)(s)(ks + x)(s)=0elde

edilir. Bu esitlik (kz—K)(S), (k4—r<)(s),

(ks +x)(5), x(s)
egriliklerinden en az birinin sifir olmasini
gerektirir.  Bu k(s), k(s),

(k;=x)(s), ki(s), (ki=x)(s), Ks(s),

(k6 + K‘) ( S) oktoniyonik egriliklerin sifirdan

oktoniyonik

durum

farkli olmasiyla celisir. Boylece kabuliimiiz
yanligtir. Bu durumda ispat tamamlanir.

1 -0

birim  hizh

Teorem 33 p

uzayinda

8 -boyutlu

oktoniyon bir

oktoniyonik egri olsun.

0<x(s), ki(s), (k,—x)(s), ks(s),

(k,—x)(s),ks(s) sifirdan farkl sabitler ve
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(k6+1()(s):

Kk(s) fakat

egriliklerin sifirdan farkli sabit oldugu,

sabit diger oktoniyonik

I (k=) (5) ki =1) ()
(k=)' (5) k=) )+ (k, =x)' (s

seklinde S’e baghh sabit olmayan bir
fonksiyon olarak elde ediliyor ise p

oktoniyonik egrisi bir oktoniyonik rektifiyan
egriye esleniktir.

Ispat g birim hizli bir oktoniyonik egri ve

0<x(s), k(s), (k,—x)(s), ky(s),

(k,—x)(s), ks(s) sifirdan farkli sabitler

olsun. Bu durumda (3.3) esitliginde ﬂ
ki (s)

sabit terimi gz Oniine alindiginda

(5 (5)+ (ke +)(5) () [%}: Oelde
edilir. Burada (ks +x)(s) sabit olmayan bir

fonksiyon olmak lizere

(P/(9) ks (), (5)) (ks +) (5)
(ke +) (5)

' (s)=-

ve

(k4 _K)(S)ml(s)
ks (s)

ifadeleri

p(s)=
yukaridaki esitlikte  yerlerine
(ks +) (3)(k,=x) () (k=)' (5)+

(k=) (s)h”(5) 4 (5) k" (5=
(k=)' (5) k=)'

bulunur. Buradan

(k+x)(5) =
f (k=) (5)(k - (5
(k=) (5) k=) (5) (k=) ()" (5) () ()

yazilirsa,

ds

elde edilir ve ispat tamamlanir. Bu teoreme
benzer olarak

2O )

sabit fakat diger oktoniyonik

egriliklerin sifirdan farkli sabit oldugu,
Boyle devam edilerek son olarak

ki(s) sabit fakat diger

egriliklerin  sifirdan farkli sabit oldugu

durumlar incelendiginde benzer sonuglar elde
edilebilir.

oktoniyonik

Teorem 3.4 B 0O, 8-boyutlu oktoniyon
uzayda yay uzunlugu parametresine sahip bir

oktoniyonik rektifiyan egri ve K(S) Ky (S),
(k; —x)(s) ks(s)  (ky=x)(s) ks (s) ~ ve
(ks +K )(3) sifirdan  farkli  oktoniyonik

egrilikler olsun.
ifadeler saglanir.

Bu durumda asagidaki

a) d(s) uzunluk fonksiyonu

(s)=[B(s)|=y(s+c) +a* dir.

b) Egrinin yer vektoriiniin tegetsel bileseni

Cej seklinde

g(5(s).Wo (s))=s+c,

tanimlanir.

c) Egrinin yer vektoriiniin ﬁwl(s) normal
elemani sabit uzunluga sahiptir ve d(s)

uzaklik fonksiyonu sabit degildir.

d) Egrinin yer vektoriiniin binormal vektor
alanlari sirasiyla,

g(B(s) W, (s))=m(s), 1<i<6 (3.11)

dir. Burada 7;(s), 1<i<6 (3.5), (3.6),
(3.7), (3.8), (3.9) ve (3.10) ile verilir.

Ispat g birim hizli oktoniyonik rektifiyan
egrisi verilsin. B egrisinin durum vektori
(3.2) ile verilmistir. Bu esitlikte A(s) ve
7(s) (3.4)

,  1<i<6 fonksiyonlari
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esitlikleriyle verilir. (3.4) esitliginin 3., 4., 5.,
6., 7. ve 8. esitlikleri sirastyla 7,(s), 7,(s),

15(8), 7,(s)., m5(s) ve n(s) ile garpilir ve

toplanirsa
6
;m (S)77i (S) =0

bulunur. Bu son esitligin her iki tarafinin
integrali alinirsa,

>ni(s) e’

elde edilir. (3.2) esitligi kendisiyle ic

6
g:arplhrsa,g(ﬂ(s),ﬂ(s)):/12(8)+277i2(s)

i=1
esitligi
g(B(s).B(s))=(s+c) +a* elde edilir.
Uzaklik fonksiyonu d (S) olmak {izere

d(s)=[B(s)|=(s+c)’ +a* elde edili.

Tersine, kabul edelim ki

d(s)=||a(s)|=y(s+c) +a* olsun. Bu

durumda, g(B(s).B(s))= (s+c)’ +a? elde

edilir. Bu ifadenin iist iiste iki kere S ye gore

bulunur. Buradan da

tiirevi alinir ve (2.2) ile verilen oktoniyonik
egri  icin kullanilirsa

g(,B(S),Wl(S)):O bulunur. Boylece g

oktoniyonik egrisi W, oktoniyonik vektor

tirev  formiilleri

alanmin ortogonal komplemaninin eleman
oldugu i¢in bir oktoniyonik rektifiyan egridir.
b) B birim hizli oktoniyonik rektifiyan egrisi
verilsin. (3.2) esitliginin her iki tarafi W, (S)
ile oktoniyonik i¢ carpilirsa
9(B(s).W,(s))=2(s)=s+c elde edilir. Bu
durumda istenen elde edilir.

Tersine, egrinin yer vektoriiniin tegetsel
bileseni

g(B(s).W,(s))=s+c,

tanimlansin. Bu

ce; seklinde

son ifadenin tiirevi

bulunur.

9(B(s)W,(s))=0
Boylece S bir oktoniyonik rektifiyan egridir.

alindiginda

c) O oktoniyon uzayda, herhangi bir g

A(s)

diferensiyellenebilir fonksiyon ve ﬂwl(s)

egrisinin yer vektort,

yer vektorliniin normal bileseni olmak iizere

B(s)=2A(s)W, (s)+ % (s) seklinde yazilir.
6

Burada A" (s)=) m(s)W,,(s) dir. Diger
i=1

taraftan, oktoniyonik

ic carpim geregi
98" ()" ()= 2’ (5) =2

seklindedir. B (s)

eleman1 sabit uzunluga sahiptir. Ayrica,

d(s)= H/i’(s)” = J(S +C)2 +a°  oldugundan

uzaklik fonksiyonu sabit degildir.

Boylece normal

Tersine, egrinin yer vektoriinin B"™ (S)
normal elemani sabit uzunluga sahip olsun

fakat d(s) uzaklik fonksiyonu sabit olmasmn.
Bu durumda S(s)=A(s)W,(s)+8"(s),
g ( L (S) B (S)) =a’sabit bunun yaninda
d(s)=\/g(ﬂo(s),ﬂo(3)) sabit olmamak
lizere

(8" (5).8" (5)) =0 B(5). A(5)) -4 (B(s) W )
elde edilir. Bu son esitligin tiirevi alinirsa,
w(s)9(B(s)Wo (5)) 9 (A(s) W(s)) =0
elde edilir. Boylece d®(s)=g(A(s),B(s))
sabit olmadigindan g( B(s).W, (S)) sifirdan
farklidir. Dolayisiyla, g(ﬁ (S),Wl(s)):O

Bu durumda g bir
rektifiyan egriye esleniktir.

olur. oktoniyonik

d) g birim hizli oktoniyonik rektifiyan egrisi
verilsin. Bu durumda (3.2) esitligi ile (3.5),
(3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9) esitlikleri goz
9(A(s) Wi (s))=71(s).

Onine alinirsa

1<i <6 elde edilir.
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Tersine, egrinin yer vektoriiniin binormal
vektor alanlari sirasiyla,

(F(5)Wa(5)) =1 (5),
g(ﬂ(s)’wz(s))=771(8) ifadesinin  tiirevi

almip (2.2) oktoniyonik egrilerin tiirev
formiilleri, (3.4) ve (3.11) esitligi kullanilirsa,

1<i<6 olsun.

—kl(s)g(ﬁ(s),Wl(s))+(k2 =) (s)m,(s)=(k,~x)(s)m.(s)

elde edilir. Bdylece g(/8(s),W,(s))=0 olur.
Bu durumda A(s) oktoniyonik rektifiyan bir
egriye esdegerdir.

Oktoniyonik rektifiyan egriler i¢in incelenen
karakterizasyonlar yukaridaki ispat
yontemleri kullanilarak, oktoniyonik
oskiillatér ve normal egriler icin benzer
sekilde asagidaki teoremlerle verilebilir.

Oktoniyonik  uzayda, bir  oktoniyonik
oskiilator egrisinin  oktoniyonik egrinin
egrilikleri  cinsinden  karakterizasyonunu

asagidaki teorem ile verelim.

Teorem 35 g

oktoniyon

:1—->0 , 8-boyutlu

birim hizli  bir

oktoniyonik egri ve x(s), k(s),

(kz_K)(s)’ k3(5), (k4_K)(S)1k5(s)’

(ks +x)(s) de egrinin egrilikleri olsun. Bu

uzayinda

durumda S  oktoniyonik egrisinin  bir

oktoniyonik oskiilator egriye eslenik olmasi
i¢in gerek ve yeter sart

7 (3)& () +m(3)x'(3) =" (5) e (5) -7 (5) =0

ve

(ke +/c)(s)[
ks(s) ((k

!

Gk
o)) k1)) )J

olmasidir.

Son olarak, oktoniyonik uzayda, bir
oktoniyonik normal egrinin oktoniyonik
egrinin egrilikleri cinsinden

karakterizasyonunu asagidaki teoremler ile
verelim.

Teorem 3.6 §

oktoniyon

:1—->0 , 8-boyutlu

uzayinda birim  hizhh  bir

oktoniyonik egri ve x(s)=x, k(s)=k,;,
(k; =x)(s) = (k, =), ks (3)=ks,
(ki =x)(s) = (ks =) . ks (s) =k
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(ks +x)(s)=(ks +x) de egrinin egrilikleri N
olsun. Bu durumda g oktoniyonik egrisinin

k 1 1 [1( 1)
b1r oktoniyonik normal egriye eslenik olmasi (k4 —K)Zkﬁ +K) k_3 K —K[k_l(_;j J +
i¢cin gerek ve yeter sart

!

11 1)1 1 1[ 1}' ke 1( 1 (_ED
- = == + +
ko+x| k| k—k| k| k-xlk | & (ky =) (ks +) | ks Lk =\ &

k + K

(kz—K)(ki:{(s/c)(kG+K)[k£1(_%j} *

:

S HEE) ||
:
|

[(k2 —K')(k4 —K)(k6 +K')

y oY) k+c| 1 1] 1 1( 1)’ .
! 1 11
—-= +
(kz—K‘)<k4—K‘) kl( K‘j k5 k4—K k3 kZ—K‘ kl K

ks + K

ks +x

ke+x| Ko | K| k,—«x

1 k4—1<[ k, (_ED' .
k6 +K k3k5 k2 -K K k6 +x klk3

Lty g

43



8-Boyutlu Oktoniyon Uzayinda Reel Oktoniyonlar1 Kullanarak Oktoniyonik Rektifiyan, Oskiilatér ve Normal
Egrilerin Ozelliklerinin Belirlenmesi

(ks +c)(k,—x)| 1| 1

K, k_skz—;c[k%(%ﬂ i
el
(ks +x) (k, — %) (k, — %)

s 321

(ks +x)(k, —x)
k3k5

kl
K, —x

olmasidir.

Teorem 37 p 150

uzayinda

8 -boyutlu
bir
oktoniyonik egri ve x(s)=x, k(s)=k,;,
(k,—x)(s)=(k, —x), ky(s)=ks,
(ke =x)(s) = (ks =) . ks (s) = ks,

(ks +x)(s)=(ks +x) de egrinin egrilikleri
olsun. Bu durumda g oktoniyonik egrisinin

bir oktoniyonik normal egri ise

oktoniyon birim  hizh

1 &
ks | (k, —x)(k, —x)
1 kK,
ks | (k, —x)(k, —x)
kp—x| 1] 1

ke | ki k,—x
k,—x( k; (_1
Kke (K, —x\ «
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bt 3( 1] ey

ve , '
ks k -K 1[ 1)
-= +
g(B(s).W, (s))= (k, ) (ks +) k| &
vl a1 ) s LE(—EN +
— — —|-= + k,—x)(k, —x) (ks +x)| k
k+x| k| K —x| K, kz—l([kl[ ij =)k =s) (ke +x) L &
klksks (_1)
) (k, —x)(k, =) (ks +x)\ &
1|1 1 [1( 1 ( 1]' .
— — —— + dir.
ko +xc| ko | K, —x| K\ k,—x\ &
At 4. Sonuclar
L L[ ),
ko +x| k| k,—x| ks Lk x Biz bu calismamizda, 8 boyutlu Oklid
uzaymdaki rektifiyan, oskiilatér ve normal
AN egrileri, oktoniyonlar1 kullanarak 8 boyutlu
A oktoniyon uzayinda tanimladik. Ayrica
1)1 K, 1( 1 S . e
— —|-— + oktoniyonik rektifiyan, oskiilatér ve normal
ks +i| ks | (k,—x)(k,—x)[ K\ & - . . . .
egriler icin verilen karakterizasyonlarin
oktoniyonlarin  kullanilmasi  durumunda
A degisimini inceledik.
1|1 kK, (_ 1] .
ks +x| ks | (K, —x)(k, —x)\ & 5. Kaynaklar
AY Baez, J.C. 2002. The Octonions. Bulletin of
1 kx| 1] 1 l(_lj, ) the American Mathematical Society,
72 v s o e 39(2), 145-205.
Bektas, O., Gurses (Bayrak), N., Yuce, S.
, 2016. Quaternionic osculating curves
1 [ k-x( K Y in  Euclidean and Semi-Euclidean
. [ (——]J + space. Journal of Dynamical Systems
ke +x| kiks (K, —x( & and Geometric Theories, 14(1), 65-84.
AY Bektas, O., Yuce, S. 2014. Real Variable
1| (k=x)(k,-x)[ 1( 1 N Serret Frenet Formulae of an Octonion
k, +x kK, k\ « Valued Function (Octonionic Curves).
Colloquium on Combinatorics,

AV Ilmenau, 5.
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