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UCURTMA GRAFIN LAPLASYAN OZDEGERLERIi UZERINE
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OZET

p noktal1 bir tam grafin, n-p noktali bir yol grafin bir dereceli noktasina yeni bir kenar yardimiyla baglanmasi ile elde edilen
yeni grafa ugurtma graf denir ve Kitennp ile gosterilir. Bu ¢alismada, ucurtma grafin Laplasyan matrisinin bazi spektral
ozellikleri sunulmustur. Oncelikle Kiten,np grafin Laplasyan karakteristik polinomu elde edilmis ve boylece ugurtma grafin en
biiyliik Laplasyan 6zdegeri klik sayisina bagh olarak siirlandirilmistir. Ayrica bazi 6zel kosullar altinda, Kitennp grafla aynm
klik sayisina sahip herhangi bir baglantili grafin Kitenn-p grafa izomorf oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uugurtma graf, Laplasyan 6zdeger
ON THE LAPLACIAN EIGENVALUES OF THE KITE GRAPH
ABSTRACT

The kite graph, obtained by appending a complete graph Kp to a pendant vertex of the path graph Pn-p, is denoted by Kitennp .
In this paper, some spectral properties of Laplacian matrix of the kite graph are presented. First the Laplacian characteristic
polynomial of Kitenn-p is obtained. Then the largest Laplacian eigenvalue of the kite graph is restricted depending on its
clique number. Also it is shown that any connected graph with the same clique number with Kitennp is isomorphic to the
Kitenn-p under certain conditions.
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1. GIRIS

Bu ¢alismada yer alan tiim graflar basit ve yonsiizdiir. Nokta kiimesi V(G) = {v,v5, ..., v, } Ve kenar
kiimesi E(G) olan bir graf G = (V(G),E(G)) olsun. i =1,...,n olmak tizere, herhangi bir v;
noktasinin derecesi, o noktaya komsu olan tiim kenarlarin sayisidir ve d,, ile gosterilir. G grafinin
komsuluk matrisi A(G), V(G) nokta kiimesi tarafindan indekslenen bir 0-1 matrisidir ve su sekilde
tammlanir; i, j € V(G) olmak lizere, i ile j arasinda bir kenar var ise A;; = 1, aksi takdirde 4;; = 0.
Derece matrisi, graftaki tiim noktalarin  derecelerinin  kosegene yerlestigi  D(G) =
diagld,,, dy,, ..., dy | matrisidir. Laplasyan matris ise derece matrisi ile komsuluk matrisinin farki
olarak tanimlanan L(G) = D(G) — A(G) matrisidir. L(G) pozitif yari-tanimli, simetrik ve singiiler bir
matristir. Dolayisiyla 6zdegerleri su sekilde gosterilebilir; u, (G) = u,(G) =---= u,_,(G) =

#,(G) = 0. Herhangi bir G grafinin Laplasyan matrisinin karakteristik polinomunu @ (G)(x)

det(xI — L(G)) ile gosterecegiz. Yonsiiz bir grafta bir klik, nokta kiimesinin bir alt kiimesidir 6yle ki
bu alt kiimedeki herhangi iki nokta arasinda kesinlikle bir kenar mevcuttur. Klikteki nokta sayisina
klik genisligi denir. Maksimum klik ise verilen graftaki miimkiin olan en biiyiik genislige sahip klik
olarak tanimlanir. Grafin klik sayist ise maksimum klikteki nokta sayisidir ve w(G) ile gosterilir.
Verilen herhangi iki G ve H grafinin ayrik bilesimi ise verilen graflari bilesen olarak kabul eden
baglantisiz graftir ve GUH ile gosterilir. G grafinin herhangi bir graf matrisi M (G) olmak iizere, M (G)
nin birbirinden farkl tiim 6zdegerlerinin olusturdugu kiimeye G nin M(G) matrisine gore spektrumu
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denir ve spec(M(G)) ile gosterilir. Verilen herhangi iki G ve H grafi i¢in spec(M(G)) =
spec(M(H)) ise, G ve H graflarina M-kospektral graflar denir. Verilen herhangi iki G ve H grafi igin
u, v € V(G) ve f(u), f(v) € V(H) olmak tizere, V(G) ve V(H) nokta kiimeleri arasinda " u ve v
noktalarinin komsu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f(u) ve f(v) noktalarinin komgu olmasidir"
kosulunu saglayan birebir rten bir esleme var ise, G ve H graflarina izomorf graflar denir ve G = H ile
gosterilir. Izomorf graflarin aymi spektruma sahip olduklari agiktir fakat bunun tersi her zaman
miimkiin degildir. Eger bir G grafina M-kospektral olan ve izomorf olmayan herhangi bir baska graf
yok ise, bu grafa M-spektrumuna gore belirlenebilir graf denir ve kisaca DMS ile gosterilir. M
komsuluk matrisi ise DAS; Laplasyan matrisi ise DLS ile gdsterilir.

Ucurtma graf p noktali bir tam grafin, n-p noktali bir yol grafin bir dereceli noktasina yeni bir kenar
yardimiyla baglanmasi ile elde edilir ve bu baglamda iki sekilde tanimlanabilir: eger n = p + 1 ise
Kiten; grafina kisa ugurtma graf denir. Eger n > p + 1 ise Kite,,_, grafina uzun ugurtma graf
denir[1,3]. Lolipop graf ise p noktali bir dongii grafin, n-p noktali bir yol grafin bir dereceli noktasina
yeni bir kenar yardimiyla baglanmasi ile elde edilir]9]. Lolipop grafin spektrumuna gore
belirlenebilirligine dair literatiirde cesitli ¢aligmalar mevcuttur[9,10]. Dolayistyla bu durum ugurtma
grafinda ayn1 6zelliklere sahip olup olmadiginin arastirilmasi konusunda motivasyon kaynagi teskil
etmektedir. Kisa ugurtma grafin DAS ve DLS oldugu gosterilmistir [1,2]. Ayrican > 4 ve n # 5 iken
Kite, ; grafin isaretsiz Laplasyan matrisinin spektrumuna gore belirlenebilir oldugu da gosterilmistir
[3]. Fakat uzun ugurtma graf i¢in bu durum halen bir agik problem teskil etmektedir. Simdiye kadar
yayimlanmis olan ¢alismalarda yalmzca Kite, , grafinin DAS oldugu ispatlanmistir [1].

Dolayisiyla bu g¢aligmada, uzun ugurtma graflarin Laplasyan spektrumlari iizerine odaklanilmuigtir.
Oncelikle ugurtma grafin genel Laplasyan karakteristik polinomu elde edilerek, uzun ugurtma graf igin
bazi kesin Laplasyan 6zdegerler bulunmustur. Daha sonra ise elde edilen bu 6zdegerlerin yardimiyla,
uzun ugurtma grafin Laplasyan spektral karakterizasyonu ile ilgili baz1 bulgular elde edilmistir.

2. ONBILGILER

Bir sonraki boliimde elde edilmek istenen sonuglar igin kullanilacak olan bazi lemmalara (yardimci
teoremlere) burada yer verilmistir.

Lemma 2.1. [4] n noktal bir G grafinin 6zdegerleri 1,(G) = A,(G) == 1,_41(G) = 2,(G) ve G

nin m noktali indirgenmis bir H altgrafinin 6zdegerleri A;(H) = A,(H) == A1 (H) = A,,(H)
bi¢ciminde siralansin. Buna gore, i = 1, ..., m i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir.

4i(G) 2 A;(H) 2 An—m4i(G) )

Lemma 2.2. [4] Bir G grafi i¢in asagidaki parametreler ve 6zellikler, Laplasyan spektrumu yardimiyla
elde edilebilir.
i.  Nokta sayisi
ii.  Kenar sayisi
iii.  Bilesen sayisi
iv.  Ureteg agac sayisi
V.  Noktalarin derecelerinin kareleri toplami

Herhangi bir v € V(G) i¢in, v noktasinin temsil ettigi satir ve siitunun L(G) matrisinden silinmesiyle
elde edilen alt matrisi L, (G) ile gosterelim. V(G) = {v} ise @(LU(G)) = 1 oldugunu kabul edelim.
Buna gore asagidaki lemma elde edilir.
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Lemma 2.3. [5] G; grafinin bir u noktasi ile G, grafinin bir v noktasinin bir kenar yardimiyla
baglanmas1 sonucunda elde edilen graf G = Gyu : G,v olsun. Buna gore G grafinin Laplasyan
karakteristik polinomu icin asagidaki esitlik elde edilir.

?(6) = @(G)P(Gr) — P(G)P(Ly(G)) — P(G2)P(Ly(G1)) (2)
Lemma 2.4. [4] K, tam grafi ve P, yol grafinin Laplasyan karakteristik polinomlar: asagidaki gibidir.

?(Ky)(x) = x(x —p)P~! 3
q

o(P,)(x) = H(x — 4sin? n(iz—;l)) (4)
i=1

Lemma 2.5. [4] n noktali bir G grafinin noktalarinin dereceleri toplami, Laplasyan 6zdegerlerinin
toplamina esittir.

n

Z ui(G) = Z d; (®)

i=1 i=1

Lemma 2.6. [4] n noktali ve en az bir kenar igeren baglantili bir G grafinin maksimum derecesi A(G)
ve en biiyiik Laplasyan 6zdegeri u(G) olsun. Buna gore,

uG) = AG)+1 (6)
olur ve esitligin saglanmast i¢in gerek ve yeter kosul A(G) = n — 1 olmasidur.

Lemma 2.7. [7] n noktali baglantili bir grafin aga¢ olmasi igin gerek ve yeter sart kenar sayisinin n —
1 e esit olmasidir.

3. SONUCLAR

Lemma 3.1. K, tam grafi ve P4 yol grafi i¢in asagidaki esitlikler saglanir. Burada u, K, tam grafinin
keyfi bir noktasi ve v, Py, 4 yol grafinin bir bitim noktasidir.

(Lo (K)) () = (x = D(x — p)P~? 7)

@ (Ly(P)) () = xx;1<b(Pq)(x) - %(I)(Pqﬂ)(x) 8)

Ispat (p —1) x (p — 1) tipindeki birim matris I ve biitiin bilesenleri le esit olan matris J olmak
tzere, L, (Kp) = pI —J olur. Boylece

¢(Lu(Kp))(x) = (x - 1)(x - p)p—z
elde edilir. Lemma 2.3 yardimyla,
®(Pyi1) = @(PYP(Py) — (PP (Ly(Py)) — @(Pg)@(L,(Py))
elde edilir dyle ki burada v, P4, 1 yol grafinin bir bitim noktasidir. Buradan, Lemma 2.4 yardimiyla,
x—1 1
® (Ly(P)) @) = ——=&(Py) (@) — ~@(Pg41) ()

oldugu gortiliir.
3
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Lemma 3.2. Kite,,_p grafinin Laplasyan karakteristik polinomu asagidaki gibidir.

O(Kitenn )0 = (= PP = p) I (3 — dsin? 20 ) + (1= p) T (% -
4sin? —72[7(:—_21;)] (9)

Ispat Lemma 2.3 ten,

d(Kitenn-p) = ®Kp)[P(Pn-p) — ®(Lv(Pn-1))] - ®(Lu(Kp)) D (Pn-p)

elde ederiz dyle ki burada u, K,, tam grafimin keyfi bir noktasi ve v, Py_;, yol grafinin bir bitim
noktasidir. Lemma 3.1 ve Lemma 2.4 yardimiyla,

®(Kitenn - p)(x) = x(x — p)P L [®(Pn - p)(x) — ("; D o(Prp)(x) + = OPrpr1) (9] — (x = 1)(x —
PP 2P (Pn - p)(x)

=(x=pPHPPr-p+ D) + P(Pr-p) ()] — (x — D(x = p)P2P(Pr-p)(x)
=(x = PP [(x = PIPPr-p+1)(x) + (1 = PIP(Pr-p) ()]

= (c = P)P2[(x — p) TSP (3 — 4sin? T5) + (1= p) T (x — 4sin? 5]

2n—2p+2 2n—-2p
elde edilir.

Sonu¢ 3.3. Kisa ugurtma grafin Laplasyan karakteristik polinomu Lemma 3.2. yardimiyla kisaca
asagidaki gibi yazilabilir.

d(Kiten1)(x) =x(x — D(x — n)(x — (n — 1))"3 (10)

Lemma 3.4. Kitenn-p grafin Laplasyan Ozdeerlerini pu, = p, =---=pu,_, = u, = 0 ile
gosterirsek,

p+tl1<spuy <p+2 (11)

esitsizligi saglanir.

Ispat n>=p—1ve G = Kp[ol P,,_, olmak iizere, G nin 6zdegerlerini p'; = p', =2--- 2 u', | =
u', = 0 ile gosterelim. Buna gore Lemma 2.5 ten,

n-1 n-1 n-1
Zui _Z#,i = Z(.“i —p)=2
i=1 i=1 i=1

esitligi elde edilir. Bu da

n-—1
Z Ap; =2
i1
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demektir 6yle ki burada i = 1, ...,mn — 1 igin Au; = p; — p'; dir. G baglantisiz bir graf ve Kitenn - p
baglantili bir graf oldugundan, agik bir sekilde p', ; =0 ve p,_; > 0 oldugunu sdyleyebiliriz.
Boylece, Apy,_q > 0 olur. Buda

n-—2
i=1

oldugu anlamina gelir. Buradan, Apuy < 2 olur. G = Kplj P,_p oldugundan p'; =p dir. Biitiin
bunlarin yardimiyla,

p=p,+Au =p+Ap <p+2

elde ederiz. Diger taraftan, n > p — 1 iken Kitey, ,_, grafi, Kite,; grafin1 indirgenmis bir alt graf
olarak igerir. Béylece Lemma 2.1 ve (10) dan,

m=zpt+l
elde edilir ve bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.5. G, n noktali, m kenarli ve derecesi 1 olan en az bir nokta igeren bir graf ve w(G) = p
olsun. G grafinin Laplasyan 6zdegerlerini g, (G) = p,(G) =---= p, ,(G) = u,(6) = 0 ile
gosterelim. Eger G, Kite,,,_, grafina Laplasyan matrisine gore ko-spektral bir graf ise ve
i m= @ + (n—p)
i. p+lsp(G)<p+2
i, Hp(G) =p

kosullarin sagliyorsa, G = Kite, ,_p, olur.

Ispat G, teoremde verilen kosullar1 saglayan bir graf olsun. Lemma 2.6 dan, p+ 2 > u;(G) =
A(G) + 1 yani p + 1 > A(G) olur. Béylece K, kligindeki herhangi bir noktanin, klik disinda kalan en
fazla bir adet noktaya komsu olabilecegini sdyleriz.

G nin, Sekil 1 deki graflardan herhangi birini indirgenmis bir alt graf olarak icerdigini varsayalim.
Hesaplama yardimiyla, Sekill deki ilk grafin Laplasyan spektrumunun p +1,p +1,p,...,p,2,0 ve

p+2+/p%+4 p+2+p%-4 p p+2—p?*-4 p+2—/p%+4 0
) 2 )

2 ) 2 1 pl"'l ) 2

ikinci grafin Laplasyan spektrumunun

oldugu goriiliir. Boylece Sekil 1 deki her iki durum iginde pu,(G) = p + 1 > p elde ederiz. Bu da
Lemma 2.1 den dolay1r bir geliski olusturur ve G nin, Sekil 1 deki graflardan herhangi birini
indirgenmis bir alt graf olarak iceremeyecegini soyleriz.
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—

(a) (b)

Sekil 1. (a) Klik icerisindeki herhangi iki noktanin klik disinda ayni noktaya komsu olmasi (b) Klik icerisindeki
herhangi iki noktanin klik disinda farkli iki noktaya komsu olmasi

Sekil 2. K, kligi ile grafin diger kism1 arasinda sadece bir adet kenar bulunmasi durumu

Buna gore, G grafi Sekil 2 de gosterilen bi¢cimde bir graf olmak zorundadir. G nin kenar sayisini
halihazirda bildigimizden,

pp-D+2(n—p) _pp-1

+k+1
2 2

elde ederiz 6yle ki burada k, J nin kenar sayisidir. Yani k = n — p — 1 olur. Bu yiizden J, n — p adet
noktaya ve n —p — 1 adet kenara sahip baglantili bir graf olur. Lemma 2.7 den J nin bir agag
oldugunu soyleriz. G en az bir adet bir dereceli nokta igerdiginden, J nin bir yol graf oldugunu
soyleriz. Dolayisiyla G = Kite,,;,_p olur.

Sonug olarak da asagidaki agik problem verilebilir.
Problem 3.1. Kite,, ,_, grafi, Laplasyan spektrumuna gore belirlenebilir yani DLS bir graftir.
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