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Bayes Ağlarda Koşullu Bağımsızlıklarm 
İncelenmesi Üzerine Bir Çalışma 

Hülya OLMUŞ' Semra ORAL ERBAŞ" 

ÖZET 

Bir Bayes ağ, koşııllıı bağımsızlık özelliklerine sahip yön 
verilmiş demgüsel olmayan bir grafiktir, Bayes ağ, değişkenler ve 
değişkenler arası yön verilmiş kenarların kümesinden oluşur. 
Kenarlar, değişkenler arası olasılık bağımlılıkları gtJsterir. Bu 
bağımlılık/ar koşullu olasılıldarın kümesinden oluşur. Her bir 
değişkenin ebeveynleri verildiğinde değişkenin koşul/u olasılığı 

belirlenir. Bir düğümün ebeveynleri olmadığı zaman. bir değişken 
koşulsuz (marjinal) bir olasılığa sahiptir. Bu çalışmada, Bayes 
ağlarda, koşul/u bağımsızlık/ar aşağıdaki farklı (iç yoldan 
araştırılm ış tır. Bu yollardan ilki, yön verilmiş Markov i>zelliğidir. 

İkincisi, moral ve üçgen grafik yardımıyla elde edilebilen koşul/u 
bağımsızllktır. Moral ve ilçgen grafik/en elde edilebilen lakımlar 

sayesinde birleşme ağacı lamılıır. Birleşme ağacından. verilen Bayes 
ağ modeline ilişkin koşul/u bağımsızlıklar elde edilir. Üçiincüsü ise, 
koşul/u bağımsızlık kavramının y6nsel-ayrılma kriteri ile verilmesidi r. 
Verilen Bayes ağ modeli için, iiç farkıl şekilde koşıdlu bağımsızlık 

i>zellikleri gi>sterilmiş ve bu yol/ar arasındaki ilişkiler incelenmiş/ir. 

Atlalltar Sözcükler: Yön Verilmiş DOngüsel Olmayan Grafik, YOn 
Verilmiş Grafik, Yon Verilmemiş Grafik. Koşullıı 
Bağımsızltk, Markov Bağımsızlık, Moral Grafik. 
Üçgen Grafik. Birleşme Grafiği. 

Nisan 2003 
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Grafik; G=(V,E), düğümlerin (köşeler) sonlu kümesi V ve bu düğümler arası 

kenarların (bağlant ılar) sonlu kümesi E'den oluşan bir yapıdır (Edwards, 1995). E 
kümesi V'den alınan değişken çiftlerinden olu şur. Yani; E, {a,b} düzenlenmiş çiftler 
kümesi olup her {o,b} de V'nin elemanlarıdır. 

Grafik modelleri; düğümlerin rasgele deği şkenlerle gösterildiği ve kenarların 
koşuııu bağımsızlık özellikleri gösterdiği grafiktir. Yön verilmiş ve yön verilmemi ş 
grafik modeller olarak iki şekilde incelenir. Bayes ağlar, yön verilmiş grafik modelleri, 
Markov ağlar, yön veri lmemiş grafik modelleri ku llanırlar (Bunıine. ı 996) . 
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İki düğüm arasındaki kenarlar, oklarla gösterilmiş ise (bir yöne sahip ise), buna 
yön verilmiş grafik denir. a'dan b'ye bir ok çizilmiş ise, a, b'nin neden i demektir. 

Bu durumda a~b şeklinde gösterilir. Bir G grafiğinde tüm kenarlar çızg ı 

şeklinde ise, G'nin yapı sına yön veri lmemiş grafik denir. Bu durumda {a,b} e E ve 
{b,a LE E dir (Şekil 1), (Oral Erbaş, Bayrak, 1999). 

A)----( B 

c 
(a) 

Şekil i. (a) Yön Verilmemiş Grafik 
(b) Yön Verilmi ş gGafık 

W----{B 

c 
(b) 

Şekil i 'de (a) ve (b) grafikleri, aynı düğümler arası kenarlara sahiptir. (b) grafiği 
yön verilmiş kenarlara sahip iken, (a) grafiği yön verilmemiş kenarlara sahiptir. (a) 
grafiği V={A,B,G,D} düğümler kümesi ve 

E={(A,B),(B,A),(A,C),(C,A),(A,D),(D,A)} kenarlar kümesine sahiptir. (b) graf'ği 
ise düğümler kümesi aynı ancak E={(A,C),(A,D),(B,A)} kenarlar kümesine sahiptir. 

Grafik, yön verilmiş ve döngüselolmama dunımlannın her ikisini de sağlar ise, 
grafiğe yön verilmiş döngüsel olmayan grafik denir (Liarokapİs, ı 999). 

2. GRAFİK TEORİsİNDE TEMEL KAVRAMLAR 

Düğümlerin s ıralanmasından oluşan yapıya yol denir. Örneğin, A ve II 
düğümleri arası herhangi bir yol, A~C~D~E~F~B ile verilebilir. 

A~ ... ~B biçiminde bir yol A'dan B'ye yön verilmiş yolalarak adlandınhr. 

Aynı düğüm ile başlayan ve biten yola döngü denir. Örneğin, A~ ... ~A 
biçiminde ise, bir döngü söz konusudur. 

Yön veri lmiş bir grafikte ebeveyn/çocuk ilişk ilerinden söz edilir. A'dan B'ye bir 
kenar varsa A, B'nİn ebeveyni ve B,' A 'nın çocuğudur denir (A -7B). Dedeıtonın il işkisi , 

ebeveyn/çocuk ilişkisinin uzantıs ıdır. A, B'nin ebeveynİ ve B, C'nin ebeveyni ise 
(A~B~C), A,C'nin dedesi ve C, A 'nın torunudur denir. Aile, düğüm ve düğümün 
ebeveyn1erinden oluşan bir kümedir (Richardson, 1997). 
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3. KOŞULLU BAGIMSIZLIKLAR İLE İLGİLİ TEMEL 
ÖZELLİKLER 

G;:(V,E) grafiğinde, A,B ve C, V'nin alt kümelerini göstersin. B ir G grafiğinde, 

C düğümü verildiğinde A düğümünün, B düğümünden koşullu bağımsızlığ ı A1B\C ile 
gösterilsin. Böylece, koşullu bağımsızlık özellikleri aşağıdaki gibidir : 

• AlE ise BlA 'dır. 

• AlB\C ve V, A 'nın alt kümesi ise U.lB\C'dir. 
• AlB\C ve U, B'nin alt kümesi ise AlB\(CuU)'dır. 
• A.LB\C ve A.LD\(BuC) ise A.L(BuD)\C'dır (Lauritzen, 1996; Lauritzen ve 
diğerleri , 1990). 

4. BAYES AGLARDA TOPOLOJİK SıRALAMA 

Yön verilmiş döngüselolmayan grafikler için; bir X düğümünün ebeveynleri 
(eb(X) topolojik sıralamada önce gelir. Bundan dolayı, yön verilmi ş döngüsel o lmayan 
grafikler, düğümlerin doğrusal bir sıralanmasına sahiptir. Düğümlerin böyle sıra lanması 

topolojik sıralama o larak adlandırılır (Cowell, ı 999). Topolojik sıra lamayı bulmak için 
basit bir algoritma şöyle olabilir. İlk olarak, grafik ve boş bir liste alınır. Ebeveyne sahip 
olmayan herhangi bir dü~üm grafikten çıkarılır ve tüm dü~ümler listenin sonuna 
eklenerek s ıralaması elde edilmiş olur. Grafi~in döngüsel olduğu düşünüldü~ünde. 

hiçbir dü~üm, ebeveyne sahip olmadığından grafik, birçok durumda sağlanır. Bu 
algoritma, grafiğin döngüselolduğunu kontrol etmenin bir yoludur. Başka bir durum 
ise, çocuksuz düğüm grafikten çıkanlıp tüm düğümler listenin başına eklenerek elde 
edilir. 

5. OLASıLıK HESAPLAMALARı İçİN NİçİN BAYES AGLARA İHTİYAÇ 
DUYULUR? 

Bayes ağlar, farklı de~işkenler arası bağımlılıklan açıklar. Bayes ağlar'da doğrudan 
ba~lmlılık1ardan söz edilir. İstenilen tüm olasılıkları hesaplamak için, koşullu bağıms ız 
olan düğüm1erden yaralanılır. Böylece, olasılıklan hesaplamak için daha az sayıda 
i şleme gerek duyulur. Düğüm1er, koşullu olarak bağımsız olduğu zaman, ortak olasılık 

dağılımını hesaplamak basitIeşir. Örneğin ; beş değişkenden (düğüm) olu şan A,B,C.D,E 
ağına sahip olunduğu düşünülsün. Olasılık teorisinde bilinen zincir kuralı ile 
P(A,B,C,D,E) ortak olasılık dağılımı hesaplanabilir. Böylece bu beş düğüme ilişkin 
ortak olasılık da~ılımı , aşağıdaki şeki lde yazılır . 

P(A.B.C,D,E)=P(A\B.C.D,E).P(B\C,D,E).P(CID.E).P(DIE).P(E) 

Ancak; bir Bayes. ağda bağımlılık1ar daha kolay görülür. Bunun için aşağıda bir ağ 
verilmiştir (şeki l 2). Bu modele ilişkin topolojik sıra lama (A,B.C,E,D)'dIL 
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Şekil 2.Beş Düğüme ilişkin Yön Verilmiş DöngüseiOlmayan Grafik 

Şekil 2'den bu beş düğüme ilişkin, P(A,B,C,D,E) ortak olasılık dağılımını 
hesaplamak. basitleşir. Bu hesaplama, 

P(A,B,C,D,E)=P(AIB).P(BIC,E).P(CID).P(D).P(E) 

ile elde edilir. 

6. BA YES AGLARDA KOŞULLU BAGIMSIZLIKLAR 

6.1. Bayes Ağlar da Koşullu Bağımsızhğın Yön Verilmiş Markov Özeııiği 

Bayes ağlarda, keyfi olarak sıralanan (Xı,Xı, ... ,X,,) gibi il tane kesikli 
deği şkenler üzerinde P dağılımına sahip olunduğu varsayılsın . Değişkenlerin kümesi 
U={X/,Xı, ... ,X1ı } ve bu değişkenlerin ortak olasılık dağılımı P(U) olsun. Bir Bayes ağ, U 
üzerinde temsil edilir ve koşullu olasılık lar U için sağlanır . O zaman; P(U). ağda 
belirlenen koşullu olasılıklardan hesaplanır. Düğümün ebeveynleri üzerinde 
koşullandırma yapılarak, her düğüm için koşullu olasılıklar P(Xj\ebj) belirlenir. Tüm 
deği şkenler kümesi üzerinde ortak olasılık, 

P(U) = rı P(X J leb,) (i) 
J 

ifadelerin çarpımıyla verilir. Eş. ı , Bayes ağda belirlenen tüm koşuııu olasılıkların 

çarpımıdır (Jensen, 1996). 

Yön verilmiş döngüselolmayan grafiğe, geri dönüşlü faktörleştirme de denir. 
Bu, yön verilmiş döngüsel olmayan grafik üzerinde oluşan dağılım olarak da bilinir 
(Cowell , 1999). 

Yön verilmiş Markov özelliği, koşullu bağımsızlık özelliğidir. Bir değişkenin 
ebeveynleri verildiğinde (eb(X)) torunları olmayan değişkenlerden (nd(X)) koşullu 
bağımsız olma durumudur (Cowell , ı 999). 
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XJnd(X)\eb(X) (2) 

ebj, X/ nin atalarının minimal bir kümesi ise Xj, diğer tüm atalarından bağımsızdır. ebj, 
X/nin Markoy ailesidir. Başka bir deyişle; ebj, 

eşitliğini sağlayan {xı.x2, ... ,xj. ı}' in herha!1gi alt kümesidir. Bu yapı, koşullu bağı msızlık 
ilişkilerini taşıması nedeni ile Bayes ağı tanımlar. 

Eş . ı 'e göre; ebj ebeveyn kümesi verildiğinde, her Xj değişkeni, diğer gerıye 

kalan tüm değişkenlerden koşullu bağımsızdır denir ({Xı,Xı .... Xj."\ebj ) . Bağımsı zlığın 
kümesi aşağıdaki şekilde yazılabilif. 

Xj-l{X I,X" ... ,Xii }\ebj i= I,2, ... n (4) 

Bu tür bağımsızlıklara Markov bağımsızlığı denir (Pearı , 2000). 

Bir olasılık fonksiyonu P, yön verilmiş döngüsel olmayan grafik G'ye bağlı Eş. 
3' deki ayrıştınnayı sağlarsa G, P 'ye karşılık gelir. G ve P tutarlıdır ya da P. G'ye 
Markov bağlantılıdır denir ve grafiğin olasılığa karşılık gelmesi ya da koşullu 
olasılıkların tanımlanması olarak düşünülebilir (Pearl, 2000). 

Kesikli değişkenlerin U={Xı,Xı, ... ,Xıı } kümesi üzerinde P ortak olasılık dağılımı 

ve yön verilmiş döngüselolmayan grafik G verilsin . G'de düğümler ve X'de değişkenler 
arası bire~bir uygunluk varsa G, P'yi temsil eder. Yani; P, Eş . ı 'deki ayrışım . ile 
gösterilir (Pearı, 1993). 

Örneğin ; şekil 3' de, verilen yön verilmiş döngüsel olmayan grafik için Eş.l' e 
göre ortak. olasılık aşağıda verilmiştir. Bu modele ilişkin topolojik sıralama 

(A,B,C,D,E,f) ' dır . 

0---.ı'-B _____ ~ 

Şekil 3. Altı Düğümden Oluşan Bayes Ağ Modeli 

Elde edilen Markov bağımsızlıkları aşağıdadır . 

I.E.L{A,BNC,D) 
2.F.L{A ,B,C,END} 
3.{C,D}.L{ANB} 
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6.2. Birleşme Ağacı İle Koşullu Bağımsızlıkların İncelenmesi 

ilk olarak birleşme ağacının kurulması ile ilgili gereken tanımlamalar verilsin 
(Geiger et. aL., i 990;Stephenson, 2000). 

Bir alt grafik tam ise, bu alt . grafiğe takım denir. Bir grafik · verild iğinde, 

takımların tanımlanmasına gereksinim duyulur ve grafik modellerde önemli bir 
kavramdır. Verilen herhangi bir yol için kiriş, kenardır . Yön verilmemiş grafiklerde, ard 
arda gelen düğüm çiftleri komşudur ve eğer döngüdeki ardışık düğüm çiftlerinden başka 
komşu yoksa o zaman döngü kirişsizdir denir (Stephenson, 2000). 

Birleşme ağacını oluştunnak için aşağıda adımlar sıralanmı ştır. 

Adım 1: Moral grafik, her düğümün ailelerinin evlendirilmesi ile oluşan yön 
verilmemiş bir grafiktir (Lauritzen and Spiegelhalter, ı 988). Her aile arasına yön 
veri lmemiş kenar eklenir. Bundan sonra, orijinal kenarların hepsinin yönleri kaldırılır . 

Adım2 : Üçgenleştirilmiş grafik, yön verilmemiş bir grafiktir. Burada her döngü, 
en az dört düğüm ve en az bir kirişe sahip olmalıdır (Jensen, 1996). Üç düğüme sahip 
olan döngünün herhangi bir kirişe sahip olması mümkün değildir. 

Verilen Bayes ağ, moral grafik haline getirildikten sonra, takımlar, bazen 
kolaylıkla görülmemektedir. Bundan dolayı, moral grafiğe, yapay bağlantılar 

eklenerek, grafik üçgenleştirilmiş grafik haline getirilir. Takımlar da, bu grafikten 
görülebilir. Takımlar sayesinde, değişkenler arasındaki koşullu bağıms ı zlık ilişkileri 

kolaylıkla görülmektedir. Elde edilen moral grafik, üçgenleştirilmiş grafiktir. Bu 
grafikte uzunluğu 3'den büyük her döngü kirişe sahip olmalıdır . Üçgenleştirilmiş grafiği 
elde edebilmek için büyük ağlarda, yapay bağlantıların nasıl ekIeneceği literatürde 
vardır. Yapay bağlantıların minimal sayısının bulunması problemi NP-hard olarak 
adlandınlır (Jensen et.al., 1990). Bu çalışma da, amacımız, fikir takımlarının minimal 
kümesini alarak yapay bağlantıları eklemektir. 

Adım 3: Birleşme grafiği, her A değişkeni, eb(A)t(lJ ile eb(A)U{A} takımı ile 
kurulur. Her iki takım arasına, boş olmayan arakesit eklenir. Elde edilen grafiğe, 
birleşme grafiği denir. Elde edilen birleşme grafiği, bir döngüye sahip ise kenarların her 
biri döngüleri kırarak ortadan kaldınlır. Döngü üzerindeki tüm arakesitler aynı 

değişkeni kapsar. Böyle bir durum söz konusu ise, döngü ortadan kaldırılarak birleşme 
ağacı elde edilir. 

Moral grafik, üçgenleştiriimiş bir grafik ise moral grafik için birleşme grafiğ i , 
birleşme ağacına sahiptir (Jensen, 1996). Şekil 3 için moral ve üçgen grafik aşağıda 
verilmiştir. 

94 



Bayes Aglarda Koşullu Ba~ımsızlıklann İncelenmesi Üzerine Bİr Çalışma 
II i II I ::llllllll ll ii ii i: ı ıı ı illi!!:::; ii ::Ii :: 

c 

0 '---1 8 i . , 
i 

F 

Şekil 4: Moral ve Üçgen Grafık 

Birleşme ağaçlarını ku~abilmek için, ilk önce takımlar elde edilir. B düğümünün 
ebeveyn i eb(B)={AI ile {A,BI takımı ve (C,DJdüğümünün ebeveyni eb{C,DI={BI ile 
{B.C.Dj takımları ele alınır. Bu iki takım B arakesiti ile bağlanır. Daha sonra, 
eb(E)={C,DI ile (C,D,E) takımı o luşturulur (C,D,E) ve (B,C,D) takımları da {C,DI 
arakesiti ile bağlamr eb(F)={DI ile (F,D) takımı elde edilir {F,DI takımı, (C,D,E) ve 
(B,C,D) takımları ile {D} arakesiti ile bağlanır. Ortak düğüme sahip olan takımlar 

arakesideri ile bağlanarak birleşme grafiği elde edilir (şekil 5). Arakesitler, kare kutular 
ile gösterilmiştir . 

~~---r-B;-ı---~r-B:C~D~ 

DF D CDE 

Şekil 5: Birleşme ağacı 

Elde edilen birleşme ağacına göre koşullu bağımsızlıklar şöyledir . 

i. {BI.L{ E}.I{ C,DI => { EI .L{A ,BII{ C,D i 
2. {B, Ci .L{ FI I{ D i=> {B,C,A,EI .L{ FII{D i 

{C,EI .L{ FII{D i=> {A,B,e,EI .L{FII{DI 
{A ,B,e,EI .L{FII{DI 

3. {A I.L{ C,DII{BI 
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6.3.YÖnsel~ayrılma Kriteri 

6.3.1. Bayes Ağlarda Olaylarm Tammlanınas ı 

İki çeşit olay vardır : kuvvetli olay, zayıf olay (Fenton, 1997). Kuvvetli olay: X 
rasgele değişkeni için kuvvetli olay, X ile. ilgili mümkün durumların kesin bir değer 
alması olayıdır. Örneğin ; X, futbol takımı için belli bir oyunun sonuçlarını (kazanma, 
kaybetme, berabere kalma) göstersin. Bu . olayın kuvvetli bir olayolması, bilgi a lanı 
maçın kesinlikle kazanılması olay ıdır. Bu durumda kazanma değeri olarak bilinen X 
rasgele değişkeni kuvvetli olaydır. Zayıf olay: X ile ilgili durumların önselolasılık 
değerlerinin günceııeştiri lmesine imkan sağlayan herhangi bir olayd ı r. Örneğin, bi r 
futbol takımının ilk yarı devrede skoru 3-0 olduğu bilindiğ inde, takı mın maçı kazanma 
olasılığının yüksek olduğu söylenebilir. Bunun yanında kaybetme ve berabere kalma 
olasllıkJarının her ikisi de oldukça düşüktür . Kaybetme ve berabere kalma değişkenleri 
zayıf olaydır. 

6.3.2. Bayes Ağlarda Bağlantı Durumlarının Tanımlanması 

Burada üç tane bağlantı durumundan söz edilir: serisel bağlantı, ıraksayan 
bağlantı , yakınsayan bağlantı (Jensen, 1996; Fenton, 1997). 

Serisel bağlantı: Şekil 6'daki Bayes ağı göz önüne a l ınsın . A.B ve C 
değişkenleri doğru ve yanlış mümkün durumlarıyla kesikli bir değişkendir. A olayının 
gerçekJeştiği varsayı l sın. Bu bilgi, sırasıyla B ve C olay l arının gerçekleşebileceğini 

artırır. A hakkındaki olay, B üzerinden C'ye iletilebilmelidir. 

Şekil 6. Sensel Bağlantı 

B olayının bi lindiği varsayılsın (B olayı kuvvetli bir olaydır) . Bu durumda, A 
olayı, C ile i li şki sizdir. A olayı ile C olay ı bağımsız olarak oluşur. A 'da ki olay C'ye 
iletilemeyecektir. Serisel bağlantı da, B bilinmiyor ise olay, A 'dan C'ye iletilebilecektir. 
Ancak; B veri ldiğinde, A ve C yönseI-ayrılmıştır. 

Sonuç olarak, bağlantıda bir değişkenin durumu bilinmiyorsa, olay serisel 
bağlantı vasıtas ıyla iletilebilmelidir. 

Iraksayan bağlantı: Şekil Tdeki Bayes ağı düşünülsün . A, B, ve C değişkenleri 
doğru ve yanlış mümkün durumlanyla kesikli bir değişkendir. A hakkındaki herhangi 
olay, B ve C'nin her ikisine de iletilmelidir. Başka bir deyişle; A olayı, B ve C 
olaylarının her ikisinin de kesinliğini etkileyecektir. A olayındaki fik ri kuvvetli ıse, 
s ı rasıy la B ve C olaylarındaki fikir artar. 
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Şekil 7. Iraksayan Bağlantı 

B hakkındaki bilginin C'ye iletilip iletilemeyeceği ile ilgilenil sin. A ile ilgili 
olayın kuvvetli bir olayalduğu düşünülsün. Bu durumda, B hakkındaki olay, C 
hakkındaki fikir herhangi bir durumda değiştirmeyecekt i r. Yani, C'nin değeri sadece 
A'nın kesinliği ile etkilenecektir. A bilindiği zaman B ve C bağı msız olarak oluşur. 

B ve C'nin bağımsızlığı, A ' nın kesinliği ile koşullandırılmıştır. Bundan dol ayı. A 
veri ldiğinde, B ve C koşullu olarak bağımsızdır. Iraksayan bağlantı ile; A olayı 
bilinmiyorsa, A üzerindeki olay B'den C'ye iletilecektir. A verildiğinde B ve C yönsel 
aynımıştı r. 

Yakınsayan bağlantı : Şekil S'deki Bayes ağı düşünül sün. A, B ve C değişkenleri 
doğru ve yanlış mümkün değerleri ile kesikli bir değişkendir. 

Şekil 8.Yakınsayan Bağlant ı 

B ya da C hakkındaki herhangi olay A'ya iletilebilecektir. A olayının, B ve C 
arasındaki olaylara iletilip iletilemeyeceği ile ilgilenilir. A hakkında bilgi yoksa, A'nın 
aileleri B ve C bağımsızdır. Bununla beraber, A hakkında herhangi bir şey biliniyorsa, 
(zayıf olay) A'nın aileleri bağımlı olarak oluşur. B ve C, A üzerinde koşuHu olarak 
bağımlıdı r. A yakınsayan düğümü, zay ıf ya da kuvvetli olaylan içerirse, olay sadece B 
ve C'nin aileleri arasında iletilecektir. 

Sonuç olarak, serisel ve ıraksayan bağlantı lar durumunda, koşullu bağımsızlığın 
sağlanması için, kuvvetli bir olay gerekir. Ancak, yakınsayan bir bağlantıda, koşullu 

bağımsızlılığın sağlanması için, zayıf ya da kuvvetli bir o lay gerekmektedir (Fenton, 
1997) 

Yukanda verilen üç durumda, olayın bir değişken vasıtasıyla i letilebileceğ i n i , 
tüm durumlarda görüldü. Bu kriter, ağ içerisinde bilinen bir olay verild iğinde, herhangi 
değişken çiftlerinin bağımlı olup olmayacağına karar vermek için imkan sağlar. 
Koşullu bağımsızlıklar, yönsel-ay ırma kriteri kullanarak görülebilir. Kural aşağıdaki 
biçimde ifade edilmişt i r. 
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A ve B değişkenleri arası tüm yollar için X orta değişkeni var ise, 
• bağlantı serisel ya da ıraksayan ve X'nin durumu bilinmesi durumunda 
• bağlantı yakmsayan ve ne X ne de X'nin herhangi torunları olayda bulunmaması 

durumunda A ve B değişkenleri yönsel-aynlmıştır denir. 

A ve B değişkenleri yönsel-ayrılmış değil ise, A ve B değişkenlerine yönsel­
bağlantılıdır denir (Madsen and Jensen, 1999; ,Neal, 2000), 

Şekil 3 için yönsel-ayrılma kriterine göre elde edilen koşullu bağımsızlıklar şöyledir : 

, {E}.l{A}I{C} 

{E}.l{B}I {C} 
{E}.l{A }I{D }=> {E} .l{A,B}I{ C,D} 
{E}.l {B }I{D } 
* {E }.l{F}I{D } 
{A }.l{F} I {D} => {F}.l{A,B,I'}I{D} => {F}.l{A,B,e,E}I{D} 
{B} .l{F}I {O} 
'{A }.l{ C }I {B} 
{A } .l{D }I{B} => {A }.l{ C,D }I{B} 

Değişik Bayes ağ modelleri üzerinde üç farklı şekilde koşullu bağımsızlıklar 
elde etmeye çalışalım, 

A 

c D 

G 

Şeki l 9. Yön Verilmiş DöngüseiOlmayan Grafik 

Bu modele ili şkin, topolojik sıralama (A,B,C,D,E,F,G)'dır. 

Ortak olasılık dağılımı, 

P(A,B,C,D,E,F,G)=P(A).P(BIA).P(C/A) .P(DIA).P(EIB).P(GID).P(F\B,e,D) 

olarak ifade edilir, 
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Genci Markov KosuLu Biriesme abcma 2örc Yönsel-3yrllma kriteri 
{A).L{F)I{B) 

F.l(A,E,G)\{ B,C,D ) (A li {F j\! B,C,O)=::) F .l (A,E,G)\{B,C,O ) {A ).1 { F}\{ DI=> tA ).ll F)\( B,C,D) 
{A) .L{ Fil{ci 

El.{A,C,D,F)\{BI (E) .l {A,C,D)\IB) (El-LI F) \ { 8)= (E ).l {A,C,D,F)\{ BL 
(E).l{ C,D,F}\{BI=> EJ.{A,C,D,FI\tBI 

G.l{A,B,C,E,F)\ {O) {G).l{B.C,F)\{ OI {FI.lIGJ\{OI=> 
IG).1 {A ,B,C} \ ( D ):::)G.1 LA ,B.C,E,FI\! D i (G).1 IA ,8 ,C,E,F) \1 D) 

B }-------f-\ 

E 

Şekill O. Yön Verilmi ş Döngü,el Olmayan Grafik İçin Moral ve Üçgen Grafiği 

B ABCD 

BE 
DG 

D 

B 
BCDF 

Şekil 11 . Yön Verilmiş Döngü,el Olmayan Grafik İçin Birleşme Ağacı 

Başka bir Bayes ağ modeli şekil ı ı' de gösterildiği gibi olsun. Bu modele ilişkin 
topolojik sı ralama (A,B,C,D, E,F,J,G,H,f) 'dıf. 
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B c 

Şekil 12. On Düğümden Oluşan Bayes Ağ Modeli 

Şekil 12'ye göre ortak olasılık dağılımı , 

P(A,B,C,D,E,F,G, H'ı,J)=P(A).P(B).P(C).P(D/A,B,C) . P(ElC) . P(G/D) .P(H/D) . 
P(I/D).P(JIE,F)' dır. 

Genel Markov Kosulu Birlesme abcma I!öre Yönsel.avrılma kriteri 
i C, H.lI .1IA.B, C)\i Di IA.8.C).1{C)\I Dj lA ).1 {H, G.f)\IOI 

ii i 

lA, B,C).1(HI\1 D i =:- (G,H.lI.1(A,O, CI\{ Di i C ).1IH,G,/I\( Di =:- i G,H, i IJ. IA,B, cı\ı D) 
I A , B.cı~II}\IDI 181~IH,G,I}\IDI 

(l) .1 (A.o.c'O,G,H.lI\1 E,FI fC) .l lf.JI\(EI=> (C).1{J)\IEI=> 
(ll .1 IA.O,C,D,C. H,/}\{ E,F) {l 1.1 i A, 0, C. D, C, H.!I \ ( Efi 

IEI.1 {A,B,O,C,H.I, 1\1 c) IA.O,DI.l{EI\fC)=:- {Oj.l (EI\{C) =:-
{E).l(A,B.O,G,H,l, 1\1 c) (EJ.l(A,B,D,G,fI.l, )\( cı 

c 

E 
D 

K 

H 

Şekil 13 . Yön Verilmiş DöngüselOlmayan Grafik İçin Moral ve Üçgen Grafiği 

l()() 



incelenmesi . 

ABCD c CE 

E 

EFJ 

L------l D 

Şekil 14. Yön Verilmi ş DÖflgüsel Olmayan Grafik İçin Birl eşme Grafiği 

ABCD C CE 

E 

D 

DC DH DI EFJ 

Şekil 15. Yön Verilmiş DöngüseiOlmayan Grafik İçin Birleşme Ağacı 

7. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bayes ağlar, grafikte koşullu olasılıkları güncelleştirmek için etkili metotlar 
geliştirir . Olasılık modellerini ortaya koyar. Kesin olmayışlığı içeren bilgi a lanlarını 

biçimlendirir. Ayrıca, deği şkenler arasındaki bağımlılık ve bağımsızlık kavramlarını 
etkili bir şekilde açıklar. 

Bayes ağ modellerinde, modelin belirlenmesi önemlidir. Çünkü seçilen modele 
göre koşullu bağımsızlıklar değişecektir . Araştırmacı , amacına uygun bir şekilde 

modelini belirlemeye çalışmalıdır. Bu konu literatürde, uzman sistemler adı altında 
oldukça geniş bir yer kaplar. En iyi modelin belirlenmesinde uzman sistemlerin 
görü şlerine başvurulmalıdır. 

Bu çalışmada kesikli değişkenler ıçın Bayes ağlarda önemli olan koşullu 

bağıms ızlık kavramı üzerinde durulmuştur . Koşullu bağımsızlık. yön veril miş 

döngüselolmayan grafikler ve nedensellik göz önüne alınarak anlatılmıştır . Bayes 
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ağlar, nedense! düğümlerin kümesi verildiğinde, koşullu bağımsız lı k ilişki lerin 
çıkanmını sağlar. Böylece, yön verilmiş döngüselolmayan grafiklerde, koşullu 
bağımsızlıklar, çeşitli değişkenler arası ilişkileri yorumlamak için kolaylık sağlayan 
grafıksel bir gösterirndir. 

Bayes ağlarda, koşullu bağımsızlığın incelenmesi için üç farklı yol ve bu yollar 
arasındaki ilişkiler ortaya konulmaya çalışılmıştır. Üç farklı Bayes ağ modeline yer 
veri l miş ve her bir model için üç yol ile kQşullu bağımsızlıklar incelenmiştir. 

Bayes ağlarda koşullu bağımsızlıklar, say ı sal hesaplamalara gitmeksizin sadece 
ağdaki bağımsızlıklann maksimum say ı sını tanımlar (Geiger vb. diğerleri, 1990). 
Koşullu bağımsızlığın incelenmesi için kullanılan yollar, okların yok olması ya da 
bulunmamasını ifade eder. İlk kullanı lan yolda, ilgilenilen tüm deği şkenler için, 
koşullu bağımsızlıklann bir listesini verir. Bu yöntem, maliyeti yüksek olan bir 
yöntemdir. Yönsel-aynlma kriteri, nedensel ilişki lerin gösterimi olarak en iyi 
şekilde ifade edilmektedir. Yönsel~aynlma kriterinin en iyi çözümü verdiği 

gözlenmiştir. Birleşme ağacı ile elde edilen koşuUu bağımsızlıklar ile yönsei­
ayrı lma kriteri ile elde edilen koşullu bağımsızlıkların birbirine daha yakın olduğu 
gözlenmiştir (Oliver ve Smith, ı 9~8). Ancak, her üç modelde de koşullu 
bağımsızlık özellikleri kullanı larak, elde edilen koşullu bağımsızlıkların aynı olduğu 

gösterilmiştir. 
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A Study For Examining The Conditional 
Indepcndence 

In Bayesian Networks 

ABSTRACT 

A Bayesiaıı network is adirecred acyclic graph whiciı has 
coııdiıioııal ;,ıdependeııce properties. Bayesian network eoıısisrs of 
variables and the sets of the directed edge between variables. Edges 
deııote probabiliry dependence between variables. This dependence 
consists of the set of conditioııal probabilities. Condiriotıat probabiliry 
of a variable is determined by giving pareııts of eaclı variable. When 
a node Iıas 110 parent, a variable has an ımconditional (marghıal) 

10) 



Hülya OLMUŞ - Scmra ORAL ERBAŞ 

probabiliry. bı this study, cotıdirioııal ;,ıdependeııce in Bayesian 
Networks is e:camiııed by followhıg three ways. Firsı of ,hese ways is 
directed Markovian properıies. Second is coııdiıioııaJ indepelidelice 
whiclı can be obtained by us;ng moral and rriaııgulated graph. 
JUtıetfan Iree is coıısıltured wirh cliques whicJı can be obtained by 
usiııg moral and ıriangulared graplı. Co"ditioııal iııdepeııdeııce 

relmed wirlı Bayesian network is obta;lıedjromjwıcıiolltree.Third is 
the definirio1l of the condiıioııal iııdepeııdeııce by usiııg d·separarioıı 
crirerioıl. The c/ıaracter;srics of coııditional indepeııdelice are giveıı ;11 
three differeııt ways and relatiolis betweeıı rhese ways are examiııed. 

Key Words: Directed Acyclic Graphs, Direcıed Graphs, Uııdirected 
Graphs, eoııditİmıal bıdepeııdeııce, Markovian 
bıdepeııdeııce. Moral Graph, Triaııgulated Graph, 
}Ulıcıioıı Tree. 
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