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Makale Bilgileri Oz: Bu ¢alismada, iki boyutlu karmasik uzayda rasyonel cebirsel egrilerin
) izometrilerinin ve simetrilerinin hesaplanmasi i¢in yeni ve etkili bir algoritma
Gelis: 05.07.2023 sunulmaktadir. Metot, problemin, karmasik rasyonel cebirsel egrilerin

Kabul: 22.11.2023

Online Nisan 2023 parametrizasyonlarina indirgenmesine dayanmaktadir. Iki egri arasindaki

karmasik izometriler, bir {initer matris ve iki boyutlu karmasik vektoérden
DOI:10.53433/yyufbed.1323369 meydana gelmektedir. Karmasik izometrilerden etkilenmeyen invaryantlar
sayesinde olusturulan polinom denklemlerinin ¢6ziimii ¢arpanlara ayirma ve en

Anahtar Kelimeler biiylik ortak carpan bulma islemleri ile bulunacaktir. Bu sayede, dogrusal
Cebirsel egriler, olmayan biiyiik denklem sistemlerinin ¢oziimiinden sakinilacaktir. Girdi
Izometriler, egrilerinin 6zdes olmasi durumunda metot, karmasik rasyonel cebirsel egrilerin
Simetriler tiim tiniter simetrilerini tespit etmektedir. Sunulan algoritma, Maple bilgisayar

cebir sistemi kullanilarak bilgisayar ortamma uyarlanmis ve bu uyarlama
kullanilarak genis ¢apli testler ylirtitiilmiistiir.

Computing Isometries and Symmetries of Rational Algebraic Curves in C?

Article Info Abstract: In this study, we present a new and efficient algorithm for computing
) isometries and symmetries of rational algebraic curves in the two dimensional
Recieved: 05.07.2023 complex space. The method is based on reducing the problem to

Accepted: 22.11.2023

: - rameterizations of complex rational algebrai rves. mplex isometri
Online April 2023 parameterizations of complex rational algebraic curves. Complex isometries

between two curves consist of a unitary matrix and a two dimensional complex
DOI:10.53433/yyufbed.1323369 VECtOr- The solution of polynomial equations formed by invariants that are not
affected by complex isometries will be found by factoring and finding the greatest

Keywords common factor. In this way, we avoid solving large nonlinear systems. If the input
Algebraic curves, curves are identical, the method detects all unitary symmetries of complex
Isometries, rational algebraic curves. The presented algorithm was implemented using the
Symmetries computer algebra system Maple, and using the implementation, we provide an

extensive experimentation.

1. Giris

Geometrik nesnelerin g¢esitli geometrilerdeki denklik ve simetrilerinin hesaplanmasi
probleminin etkili ¢6ziimleri, Oriintii tanima, bilgisayar grafikleri ve bilgisayarli gorii gibi bir¢ok
uygulamali alana katki sagladigindan, giinlimiizde etkin bir ¢alisma alani olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Ozellikle bilgisayar destekli geometrik tasarimda bir egrinin veya yiizeyin denklik ve simetrilerini
onceden bilmek, tasarim siirecini kolaylagtirmaktadir. Bu alanlarin bir¢ogunda bilhassa cebirsel egriler
ve yiizeyler, sekillerinin manipiile edilebilmesinden dolay1 siklikla kullanilmaktadir. Cebirsel egriler
icin temel iki temsil bulunurken, ¢aligmalar da bu yonde ayrilmistir. Bir cebirsel egri ya da yiizey kapali
formda temsil edilebilirken, ayn1 zamanda rasyonel parametrizasyonlarla da temsil edilebilmektedir.
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Kapali formda temsil edilen egriler ve yiizeyler bir polinom denkleminin sifir yeriyle temsil edilirken,
rasyonel egriler ise parametre uzayindan egri ya da yiizeyin kendine tanimli belirli 6zellikleri saylayan
rasyonel parametrizasyonlarla temsil edilir.

Rasyonel egriler igin, Alcazar ve ark. (2015) caligmalarinda rasyonel uzay cebirsel egrilerinin
Oklid anlaminda simetrilerini, egrilerin egrilik ve burulmalarin1 kullanarak tespit eden bir yaklagim
olusturmuslardir. Alcazar ve Quintero (2020a) keyfi boyuttaki trigonometrik rasyonel cebirsel egrilerin
affin denklik ve simetrilerini tespit etmislerdir. Yine Goziitok ve ark. (2023) rasyonel uzay egrilerinin
projektif denklik ve simetrilerini tespit eden etkili bir algoritma sunmuslardir. Kapali formda temsil
edilen egriler igin ise Alcazar ve ark. (2019a) kapali formda temsil edilen diizlem cebirsel egrilerinin
benzerliklikleri problemini ¢ozerken, yine Alcazar ve ark. (2019b) harmonik polinomlar1 kullanarak
ayni egri tipinin benzerlik ve simetrilerini hesaplamislardir. Yine kapali formda temsil edilen diizlem
cebirsel egrilerinin daha genel bir yapt olan afin denklik ve simetrileri (Alcazar ve ark., 2022)
caligmasinda ele alinmustir.

Literatiirde daha az ¢alisma bulunmakla beraber, cebirsel yiizeyler icin de énemli ¢alismalar
bulunmaktadir. Bunlardan bazilar1 kapali formda temsil edilen ylizeyler igin yaklasimlar getirirken
(Bizzarri ve ark., 2020; Alcazar ve ark., 2023), digerleri de rasyonel yiizeyler i¢in hesaplama metotlari
gelistirmistir (Hauer ve ark., 2018; Alcazar ve Quintero, 2020b; Juttler ve ark., 2022).

Bu calismada, iki boyutlu karmasik uzaydaki rasyonel cebirsel egrilerin karmagik
izometrilerinin ve simetrilerinin hesaplanmasi i¢in etkili bir algoritma olusturulmasi amaglanmistir. Bu
problem iizerinde ¢alisilmasina sebep olan en dnemli motivasyon kaynagi, problem iizerinde herhangi
bir ¢aligmanin olmamasi olarak agiklanabilir. Literatiirde genel olarak karmasik uzayda kapali formda
ya da rasyonel cebirsel egriler i¢in yeterince c¢alisma bulunmamaktadir. Bu yiizden, literatiirdeki
boslugun doldurulmasina katki saglamak ve problem iizerinde gelistirilecek etkili yaklasimlar
olusturmak amaciyla bu ¢alismaya ihtiya¢ duyulmustur. Bu ¢alismayla olusturulacak metodun karmagik
uzayda diger cebirsel varyetelerin denklik problemlerinin ¢6ziilmesine de katki saglamasinin yaninda,
yine karmasik uzayda daha genel denklik problemlerinin ¢éziimiinde yol gosterecegi diisliniilmektedir.

2. Materyal ve Yontem
2.1. On bilgiler

Bu kisimda, problemin ¢dziimii i¢in gerekli 6n bilgiler ve problemin agik ifadesi verilecektir.
Asagidaki rasyonel parametrelenise sahip bir cebirsel € egrisine karmasik rasyonel cebirsel egri denir:

p:R->C  p() = (pu(0) +ip,(6), p3(6) + ipa (), (D)
Burada 1 <i < 4 i¢in p;(t) = g%), Q;(t), Q(t) polinomlar ve i? = —1 dir. C egrisinin derecesi p

parametrizasyonunun deresi olan n = maks{Q;(t), Q(t)} olarak tanimlanir. Eger p parametrizasyonu,
parametre uzayindaki sonlu sayida nokta hari¢ birebir ise p ye diizgiin parametrizasyon denir. Her
diizlem cebirsel egrisi bir diizgiin parametrizasyona sahip oldugundan, bu g¢alisma boyunda bir €
egrisinin p parametrizasyonunun her zaman diizgiin oldugu kabul edilecektir.

2 X 2 tipindeki tiim karmagik matrislerin kiimesi C,y, olmak iizere, bir A € C,,, matrisinin
eslenik transpozu A* := AT ile ifade edilir. Eger AA* = I oluyorsa A matrisine {initer matris denir. z €
C2 verilsin, z :== (z;,2,)7, A matrisi 2 x 2 tipinde bir iiniter matris ve b € C? olmak iizere, C? uzayimin
bir (karmasik) izometrisi f(z) = Az + b seklinde tamimlanir. C4, C5, C? de iki rasyonel cebirsel egri
olmak tizere f(Cq) = C, olacak sekilde bir f izometrisi varsa, €, ve C, egrilerine izometrik denir. C
cebirsel diizlem egrisi i¢in, f(€C) = C olacak sekilde birim dontisiimden farkl bir f izometrisi varsa, C
egrisine (iiniter) simetrik denir.

Asagidaki sonug izometrik egrilerin denkliklerini parametre uzayina indirmektedir. Bu sonucun
en genel versiyonu (Sendra ve ark., 2007) ¢alismasinda kanitlanmustir.
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2.1.1. Teorem: Cq ve C, egrileri, sirasyla p ve q diizglin parametrizasyonlarina sahip olsun. € ve C,
at+b

egrileri f(z) = Az + b kompleks izometrisi ile izometrik ise bu takdirde bir ¢(t) = g Mobius
doniisiimii i¢in asagidaki diagram gecerlidir:
f
Cl — CZ
pl Tq
R — R
@
Teorem 2.1.1. de verilen diagramdan agiktir ki, eger egriler izometrik ise
Ap(t) +b =q°p(t) &)

olacak sekilde bir ¢ Mobius donilisiimii mevcuttur. Bu sonucun en onemli getirisi, €, Ve C, egrileri
arasindaki her bir f izometrisine karsilik, bir ¢ Mdbius doniisiimiiniin olmasidir. Béylece, izometrileri
tespit etmek igin, Mdbius doniisiimlerini tespit etmek yeterlidir.

Izometriler dereceyi koruduklari i¢in izometrik €, ve C, egrilerinin dereceleri ayni olmalidir.
Bu yiizden makalenin geri kalan kisminda €, ve C, egrilerinin dereceleri ayni n dogal sayis1 olarak
kabul edilecektir.

Boylece, bu ¢alismaya motivasyon olusturan problem asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

Problem: Sirasiyla p ve q diizgiin parametrizasyonalarina sahip C; ve C, karmasik rasyonel cebirsel
egrileri i¢in, bu egrilerin izometrik olup olmadigini, eger izometrik iseler aralarindaki olasi tiim
izometrileri hesaplayan bir algoritmanin olusturulmasi.

2.2. Metot ve strateji

Bu kisimda, bir 6nceki kisimda belirtilen problem i¢in bir metot insa edilecektir. Metodun
basamaklar1 asagidaki diizeni takip edecektir:

1. Temel Invaryantlar: C? de z = (z,,2,) ve w = (wy,w,) vektdrlerinin Hermit i¢ ¢arpimi <
Z,W >= z;Wy + z,W, ile tamimlanir. A bir liniter matris olmak iizere,

< Az, Aw >=<z,w > (©))
olup, hermit i¢ ¢arpimi {initer matrislerden etkilenmez, yani tiniter matrislerin etkisine gore bir
invaryanttir. Bu oOzellikten faydalanmak igin Oncelikle u :=p ve v :=q o ¢ alalm. Bu
durumda (2) denklemi
Au+b=v (4)

seklini alir. (4) denkleminin t parametresine gore bir ve iki kere tirevlenmesiyle

Au' =7/,
Aull — vll

(®)

elde edilir. Burada (3) ozelligi kullanilirsa
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<u,u >=<v,v >,
<u,u' >=<v,v" >,
<u' u >=<v" v >,
<u' ' >=<v"v" >

(6)

elde edilir. Burada i¢ ¢arpimlar, parametrizasyonlarin bir fonksiyonu olarak ele alinirsa

Fi;(w) =<u’,u’ >,
F,(w) =<u',u" >,
Fy(uw) =<u",u’ >,
F,(w) =<u' u" >

()

yazilir. Buradan (6) denklemi, her 1 < i,j < 2 i¢in
Fi;(u) = F;;(v) 8)
seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla asagidaki 6nerme dogrulanir:
Au+b=v = F;ju) = F;;v). 9)

Buradan, F;; fonksiyonlarmin her i, j i¢in karmagik izometrilere gore birer invaryant oldugu
anlagilir. F;; invaryant fonksiyonlarina temel invaryantlar olarak adlandirilacaktir. (9)
Onermesinin tersine de dogru olmasi i¢in gerekli sartlar1 elde ederek, izometrik olma bagintisi
karakterize edilebilir. Burada (9) 6nermesi, izometrilerin tespiti i¢in bir sistem sunmaktadir,
ancak bu sistem dogrusal olmayan bir sistemi ¢6zmeyi gerektirmektedir, ¢iinkii genel olarak
F;j(v) = Fij(q ° ) # F;j(q) ° . Dolayistyla, bu tarz sistemleri ¢6zmekten kagmmak igin
k(g o @) =Kk(q) o ¢ sartim saglayan Ozel invaryantlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu tarz
invaryantlara Mobius-invaryantlar adi verilecektir.

Mébius-Invaryantlari: Genel olarak F;;(q o ¢) # F;;(q) o ¢ oldugu agiktir. Burada bu sart:
saglayacak baska invaryantlarin tespiti Fj;(q © ) ifadesi zincir kural ile genisletilip, ortaya
cikan ¢’ ve ¢" gibi parametreler sistemden elimine edilerek yapilabilir. Dolayisiyla metodun
bu basamagi, F;j(q° ) ifadesinin genisletilip, katsayilar1 ¢’ ve @' parameterelerinden
olusan, dort denklemli bir sistem elde etmekten olusmaktadir. Bu sistemden, Grobner bazi
kullanilarak, eliminasyon ideali elde edilip, eliminasyon idealindeki indirgenmis sistemin
icerdigi simetrik yapilar tespit edilecektir. Daha sonraki kisimlarda goriilecegi tizere, bu
sistemin eliminasyon ideali F;; temel invaryantlarini igeren iki simetrik form igermektedir. Bu
formlarin diizenlenmesiyle, i € {1,2} i¢in k;(q o @) = k(q) o ¢ sartim saglayan iki adet
Mobius-invaryanti tespit edilecektir. Bu esitlikler ve (9) 6nermesinden,

@, =k, (p) —Kk1(@) o =0, (10)
O =K,(p) —K2(@Q)op =0

elde edilecektir. Bu iki kriterin paydalarinin yok edilmesiyle elde edilecek iki polinomun s —
@ (t) biciminde bir 6zel carpan icerecegi kanitlanacaktir. Dolayisiyla, (10) sisteminden elde
edilecek iki polinomun en biiyiik ortak ¢arpaninin tespit edilip, bu ortak ¢arpanin ¢arpanlari
arasinda s — ¢@(t) 6zel garpaninin tespitiyle, olasi tiim ¢ Mobius doniistimleri, herhangi bir
sistem ¢oziimiine gerek kalmadan elde edilebilecektir.

Tzometrilerin Elde Edilmesi: Bir énceki basamakta elde edilen her bir ¢ doniisiimiine karsilik
gelen A {initer matrisi, (9) Onermesinin tersinin elde edilmesiyle gelistirilecek y6ntem
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sayesinde, basit bir matris ¢arpimiyla tespit edilecektir. Boylece elde edilen her bir ¢ Mébius
doniisiimii ve ona karsilik gelen A iiniter matrisinin (2) denkleminde yerine yazilmasi ile b
otelemesi dogrudan tespit edilip, f(z) = Az + b izometrisi tam olarak elde edilebilecektir.

3. Bulgular
3.1. izometrik egrilerin karakterizasyonu
Bu kisimda, izometrik egrilerin karakterize edilmesiyle elde edilen sonuglarin verilmesi

planlanmistir. Bunun i¢in (9) dnermesinin tersinin dogru olmasi igin gerekli sartlar elde edilecektir.
Keyfi z4, 25, ..., Z,, € C? vektorleri igin

<Z1,Zl > <Z1,Zz > e <lezm>
< Zy,Z1> <Z9,Z9> -+ <Z9,Zy >

2: 1 2: 2 . 2: m (11)
ZmZ1> <ZymZy> v <ZmZy>

matrisine z4, zy, ..., Zy, vektorlerinin Gram matrisi denir ve bu matris Gram(z4, 23, ..., Z,,) ile ifade
edilir. Yine u’ ve u"’ vektorlerinin olusturdugu matrisi D(u) = [u’ u''] ve bu matrisin determinantini
da A(w) := ||u’ u"|| ile ifade edelim. Buradan

<u,v'> <u,v' >

12} ’ n 124 (12)
<u,v > <u,v >

paD®) = (

oldugu kolayca goriilebilir. Diger yandan, (12) dekleminin iki tarafinin determinantinin alinmasiyla

— <u,v'> <u,v'>
— ) ) 13
MA@ =S80 7 Sav (13)
elde edilir. Benzer seklide (12) ve (13) denklemlerinden
detGram(u’,u’") = |A(u)|? (14)

elde edilir. Ayrica Fj; temel invaryantlarinin tanimindan

cram(uw) = (i) £2o) 8

oldugu agiktir. Boylece asagidaki ana sonug verilebilir.

3.1.1. Teorem: Fj;(u) = Fj;(v) ise Au+ b =v olacak sckilde bir A initer matrisi ve b € C?
karmasik vektorii vardir.

Ispat: Kabul edelim ki Fij(u) = F;j(v) saglansimn. Bu takdirde (15) denkleminden
Gram(u',u'") = Gram@',v"") (16)

elde edilir. Bir A karmagik matrisi i¢in D(v) (D (v))_1 = A alalim. Buradan AD(u) = D(v) yazilr.
(16) denkleminden

DWTD(w) = Gram(u',u'") = Gram(@',v") = D(w)"D(v) 17)
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elde edilir. Buradan, AD(u) = D (v) oldugu kullanilirsa
D)™ (w) =DW)"D(v) = (AD (u))T (AD(w)) = D(w)TATAD (u) (18)

bulunur. (18) denkleminin en solundaki ifade ile en sagindaki ifadeden D(u)"D(u) =

- -1
D(w)TATAD(u) yazilir. Bu son esitligin her iki yani, soldan (D(u)T)~! ve sagdan (D(u)) ile
carpilirsa

ATA =1 (19)

bulunur. Burada I matrisi 2 x 2 tipinde birim matrisi temsil etmektedir. Buradan A matrisinin bir tiniter
matris oldugu bulunur. Ayrica AD(u) = D (v) esitliginden

Au' =7
Aull — vll (20)
elde edilir. Au’ = v’ esitligi t parametresine gore integrallenirse, sabit bir b € C? vektorii igin
Au+b=v (22)
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
|

u =pvewv = qec ¢ oldugu dikkate alinirsa, Teorem 3.1.1. ve (9) dnermesinden asagidaki sonug elde
edilir.

3.1.2. Sonug: Sirasiyla p ve q diizglin parametrizasyonalarina sahip €, ve C, karmasik rasyonel
cebirsel egrileri verilsin. €y ve C; egrilerinin izometrik olmasi igin gerek ve yeter sart Fy;(p) = F;;(q ©

?)-
Bu sonugla birlikte, F;; invaryantlar1 izometrik olma bagintisim1 karakterize etmis olmaktadir.

Diger yandan, eger egriler izometrik ise izometrinin matrisi

A=D(qop)(D®)" (22)
ile tespit edilebilirken, izometrinin 6telemesi de
b=qop—Ap (23)
ile hesaplanabilir.
3.2. Mébius-invaryanlar

Bir ¢nceki kistmda iki egri arasindaki izometrileri Fy;(p) = F;;(q o @) sistemi ile karakterize
etmistik. Bu sistem ¢oziilerek izometrilere karsilik gelen ¢ Mobius doniisiimlerini bulmak miimkiindiir
ancak bu sistem ¢ogunlukla yiiksek dereceli ve dogrusal olmayan bir sistem olacaktir. Dolayisiyla etkili
bir ¢6ziim i¢in bu sistemi ¢ozmeden Mobius doniisiimlerini tespit edecegiz. Bunun igin ihtiyacimiz olan
Mobius-invaryantlar ile ilgili tiim sonuglart bu kisimda sunacagiz.

Oncelikle zincir kurali kullanilarak F; (q ° @) ifadesinin genisletilmesiyle
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Fi1(qeo @) = §0’2F11(¢I) °Q,
N7 13
Fio(qog) =@ ¢"Fii(@Qop+o 3F12(‘I) °Q,
F21(qe @) = (P';P”Fn(Q) °p+ ‘g’ F21(q) ° o, (24)
Fy(q e <p)2= @ Fi1(@) oo +4<0’ @"Fi2(q) ° @
10" 9" Fou(@ o+ @ Fy(q) o g

sistemi elde edilir. Grobner bazi hesaplanarak elde edilen eliminasyon ideali agsagidaki simetrik formlari
icermektedir. Burada s = ¢(t) alinirsa,

F? (‘I(S))(FM(CI)(S)FZZ(Q)(S) - F12(¢I)(S)F21(CI)(5))
—F(@)() (F11(a(9)F22(a()) = Fi2(q()) F1 (4(5)) ) = 0
F131(‘I(S))(2F11(‘I)(5)F22(Q)(S) - F122 (@)(s) — F221 (Q)(S)) (25)
—F3(@)(s) (2F11(a(9))Fr(a(s)) — F2(a()) - F31(a())) = 0

elde edilir.
(25) denkleminin diizenlenmesiyle

F11(q(5))F22 (q(s)) — Fi, (Q(S))F21(Q(5))
F131(Q($))
_ F11(@)($)F22(q)(s) — F12(q) (s)F,1(q)(s)

- F1 (@) (s) ’
2F11(‘I(5))F22 (‘I(S)) - F122 (‘I(S)) - F221(CI(5))
F131(CI(5))

_ 2F11(q)(8)F2,(@)(s) — Fi,(q)(s) — F7,(q)(s)

- Fi1(q)(s)

(26)

elde edilir. Burada (26) sistemindeki esitliklerin sol yanindaki ifadeleri, parametrizasyonlarin birer
fonksiyonu olarak ifade edersek

F11(@)F2,(q) — F12(@)F>1(q)

)= F131 (@) ' 27)
. 2F11(q)F,,(q) — F122 (@) — F221(‘I)
Ko(q) = Ff’l(q)

elde edilir. Boylece asagidaki sonug, dogrudan k; fonksiyonlarinin tanimindan ve (26) sisteminden
dogrulanir.

3.2.1. Teorem: i € { 1,2} i¢in asagidaki esitlik saglanir:

ki(q(s)) = k(@) (s). (28)

Buradaki x; invaryant fonksiyonalarina Mobius-invaryantlar1 adi verilecektir. Mobius-invaryantlart
asagidaki sonucu dogrular.

3.2.2. Teorem: Sirasiyla p ve q diizglin parametrizasyonalarina sahip €4 ve C, karmasik rasyonel
cebirsel egrileri verilsin. € ve C egrileri izometrik ise agagidakiler saglanir:
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K, (p) = k1(q)(s),
2 (@) = 16(Q)(5) (29)

Ispat. C; ve C, izometrik olsun. Bu takdirde Sonu¢ 3.1.2. den F; i) = Fij(q(s)) yazilir. k;
fonksiyonlarinin tanmimindan ve F;j(p) = Fj;(q(s)) oldugundan x;(p) = k;(q(s)) elde edilir. Teorem
3.2.1. den k;(p) = k;(q)(s) elde edilir.

|
3.3. Izometrilerin hesaplanmas:

Bu kisimda onceki kisimlarda elde edilen bulgular hesaplamali sonuglara doniistiiriilecektir.
Oncelikle

~

U U
m@=f, mm=§,
1
1 (30)
U U
@@=f, @@=§
2

alalim. Burada U;,V; ve U, V; ifadeleri, gcd(U;,V;) =1 ve gcd(T;,V;) =1 sartim saglayan, ¢
parametresine bagli polinomlardir. Buradan, @, ve @, polinomlar1

®,(t,s) = U1(t)‘21(5) - V1(t)lZ1(S) (31)
D, (t,5) = U (0)V,(s) — Vo (£) Uz (s)

seklinde tanimlansin. Yine bu polinomlarin en biiyiik ortak ¢arpani olan polinom

G(t,s) = ebob (®,(t,s), D,(t,5)) (32)

at+b
ct+d

seklinde tamimlansin. Diger yandan, keyfi bir s = ¢(t) = Mobius doniisiimiine karsilik gelen

Mobius-garpani polinomu
F(t,s) =(at+b) —s(ct+d) (33)
seklinde tanimlansin. Bu takdirde asagidaki sonug elde edilir.

3.3.1. Teorem: Sirasiyla p ve q diizgiin parametrizasyonalarina sahip €4 ve €, karmasik rasyonel
cebirsel egrileri verilsin. Cq Ve €, egrilerinin izometrik ise F polinomu G polinomunun bir ¢arpanidir.

Ispat: C; ve C; egrileri izometrik olsun. Bu takdirde, Teorem 3.2.2. ve (31) esitliklerinden, @ (t,s) =
0 ve ®,(t,s) = 0 olacak sekilde bir s = ¢ (t) Mobius doniisiimii mevcuttur. ¢ doniisiimiine karsilik
gelen Mobius-garpan1 F (¢, s) polinomu olsun. s = ¢(t), ®,(t, s) ve ®,(t, s) polinomlarinin ¢éziimii
oldugundan, F(t,s) polinomunun sifir yerini olusturan (t,s) noktalari, G(t,s) polinomunun sifir
yerinde igerilir. Diger yandan, F(t,s) = (at + b) — s(ct + d) polinomu indirgenemez oldugundan,
Bezout Teoremi’nden (Sendra ve ark., 2007) F polinomu G poliomunun bir ¢arpani olmak zorundadir.
Boylece ispat tamamlanir.

|

Yukaridaki sonu¢ hesaplamali olarak Snemli bir yontem sunmaktadir. €, ve C, karmasik

rasyonel cebirsel egrilerinin arasindaki izometrileri tespit etmek icin G(t, s) polinomu hesaplanir ve
carpanlarina ayrilir. Bu c¢arpanlar arasindan F(t,s) = (at + b) —s(ct + d) formatindaki ozel
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carpanlar tespit edilir. Her bir 6zel ¢arpandan s izole edilerek, aranilan s = at—+ Mobius doniistimii

tespit edilmis olur. Boylece tespit edilen her bir Mobius doniisiimii i¢in (22) ve (23) denklemlerinden
A Uniter matrisi ve b karmasik 6telemesi elde edilir.

3.4. Algoritma
Onceki kisimlarda sunulan sonuglar ile Complso ad1 verilen, asagidaki algoritma dogrulanmus
olur. Algoritmaya verilen isim Karmasik Izometriler kelimesinin Ingilizce karsiligi olan Complex

Isometries kelimelerinin kisaltmalari birlestirilerek olusturulmustur.

Algoritma 1. Complso

Input: Sirasiyla p ve q diizgiin parametrizasyonalarina sahip €4 ve €, karmasik rasyonel cebirsel
egrileri.
Output: €4, C, arasindaki izometriler ya da “Egriler izometrik degildir” uyarisi.

Procedure: Complso(p,q)

(32) denklemiyle verilen G(t, s) polinomunu hesapla.

L = @ atamasini yap.

G(t, s) polinomunu carpanlara ayirarak F(t,s) Mdbius ¢arpanlarini hesapla.

Her bir F(t, s) Mobius c¢arpant i¢in

A=D(qe°p)(D (p))_1 matrisinin ve b = q o ¢ — Ap vektoriiniin sabit oldugunu dogrula.
Eger dogruysa, ¢, A ve b ¢ozimlerini L listesine ekle.

Eger L= @ ise “Egriler izometrik degildir” uyarisini ver aksi halde L listesini ver.

No g ~AwbdE

Algoritmanin basamaklarinin agik sekilde goriilebilmesi i¢in asagidaki 6rnek sunulmustur.

3.4.1. Ornek: Asagidaki parametrizasyonlarla verilen C; ve C, egrilerini géz &niine alalim:

4t* + 2t3 —5t2 —-9t+1 —7t>—-5t—6 .
p(t) — / t*+1 + t*+1 l\'
\ 6t* —3t3—6t2—9t +7 9t2+8
tr+ 1 ot
1430t* — 845¢3 + 325t2 — 65t + 650 —390t* — 325t3 + 195¢2 + 325t — 260 | (34)
o(®) = 1300t + 1) + 1300t + 1) !

—20t* — 115¢3 — 135¢2 — 5t + 60 40t* — 25¢3 + 5¢2 — 25t + 10 |
100t + 1D + 100 + 1 :

Buradan gerekli hesaplamalar yapildiktan sonra G(t,s) = st — 1 elde edilir. Buradan G(t, s)
polinomu tek bir 6zel ¢arpana sahiptir. s bu ¢arpandan izole edilirse @ (t) = %Mébius doniistimii elde
edilir. Buradan da ¢ M&bius doniistimiine karsilik gelen f(z) = Az + b karmasik izometrisi i¢in

Lo
a=30510 120 p=(44) )

elde edilir.
3.5. Testler ve performans

Boliim 3.4°te verilen algoritma Complso, bilgisayar cebir sistemi Maple (2022) kullanilarak
bilgisayar ortamina uyarlanmistir. Bu uyarlama, 2.4 Ghz Intel Core i5 islemciye ve 8 GB bellege sahip
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bir bilgisayarda test edilmistir. Bu ¢alismada sunulan 6rnekler ve tiim testler ikinci yazarin kigisel web
sayfasinda (Goziitok, 2023) tiim arastirmacilara agik sekilde sunulmustur. Tiim ornekler ve testlerde,
izometrik bir egri ¢ifti elde edebilmek i¢in, diizgiin bir q parametrizasyonu ile parametrelenmis C,
egrisi alinip

p(t) = %G 1129960+ (L) (36)

esitligi ile p diizgiin parametrizasyonuna sahip bir €, egrisi elde edilmistir. Burada, C; ve C,
egrilerinin izometrik oldugunu garantilemek i¢in karmasik izometri olarak

-2 1 ()

ve Mébius doniistimii olarak da ¢ (t) = 3t alinmistir.

[lk test grubunda, p(t) = (p,(t) + ip,(¢),p3(t) + ip,(t)) parametrizasyonunda p;
fonksiyonlarinin birer polinom oldugu durum dikkate alinmistir. p;(t) polinomlari ¢esitli derecelere ve
yogun olacak sekilde rastgele iiretilmistir. Bu polinomlarin katsayilari ise —10 ile 10 arasinda olacak
sekilde rastgele secilmistir. Beklendigi {izere bu sekilde iiretilen egri ciftleri arasinda yalnizca bir
izometri tespit edilmistir. Bu egrilerin izometri tespitinde harcanan stireler Cizelge 1’de sunulmustur.

Cizelge 1. Polinomsal rastgele egriler igin saniye cinsinden izometri saptama siireleri

Derece Stire (sn)
4 0.078
6 0.047
8 0.062
10 0.063
12 0.093
14 0.094
16 0.172
18 0.188
20 0.218

Ikinci test grubunda, p(t) = (p(t) + ip,(t), p3(t) + ip.(t)) parametrizasyonunda p;
fonksiyonlarinin rasyonel oldugu durum dikkate alinmistir. Bu test grubunda da polinomlarin katsayilari
ise —10 ile 10 arasinda olacak sekilde rastgele secilmistir. Bu egrilerin izometri tespitinde harcanan
stireler Tablo 2’de sunulmustur.

Tablo 2. Rasyonel rastgele egriler i¢in saniye cinsinden izometri saptama stireleri

Derece Stire (sn)
4 0.141
6 0.328
8 0.312
10 0.563
12 0.750
14 1.297
16 1.312
18 1.531
20 2.672
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Uciincii test grubunda ise trivial yani birim simetriden farkli karmasik simetriler iiretmek icin
p(t) = (p1(t) + ip,(t), p5(t) + ip,(t))  parametrizasyonunda p;,p, polinomlart  rastgele

olusturulmus ve p3 = p; (%) Ve Py = Py (%) olarak almmustir. Boylece, olusan rastgele egriler (t) =t

icin f(z) = Iz trivial simetriye sahip iken, ¢(t) = —t i¢in merkezil inversiyon simetrisine sahip olur.
Benzer sekilde katsayilar —10 ile 10 arasinda olacak sekilde rastgele se¢ilmis ve karmagik simetrilerin
tespiti i¢in harcanan siireler Tablo 3’te sunulmustur.

Tablo 3. Rasyonel rastgele egriler i¢in saniye cinsinden simetri saptama siireleri

Derece Siire (sn)
4 0.157
6 0.375
8 0.359
10 0.328
12 0.422
14 1.078
16 1.656
18 2.719
20 4.156

Dérdiincii ve son test grubunda ise algoritmanin gercel girdilere sahip egrilerin simetrilerini
hesaplayabildigi gosterilmistir. Bu test i¢in kullanilan egri parametizasyonlari Tablo 4’te ve bu egrilerin
gorselleri de Sekil 1’de sunulmustur.

Tablo 4. Gergel girdili egriler ve simetrileri

. Simetri Siire
Derece Parametrizasyon
Sayisi (sn)
3 -t 2t 2 0.001
1+¢t2 "1+t2 '

1-t2\> / 2t \3
6 1+ t2 ’(1 + tz) 8 0.016
6 il 4 1— ey’ 3) 2t (4 1— 2y’ 3 4 3.898
1+t2 1+t2 "1+ t2 1+t2 '

/NN

/ \| | \

| \ | ‘.

A
J \\;/ N

\/ V

Sekil 1. Tablo 4. de parametrizasyonlari verilen egrilerin sekilleri.
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4. Tartisma ve Sonug

Bu ¢aligmada iki boyutlu karmasik uzayda rasyonel cebirsel egrilerin karmasik izometri ve
simetrilerinin hesaplanmasi problemine, etkili ve yeni bir yaklasim sunulmustur. Verilen algoritma ile
problemin tam ¢6ziimili yapilmasimin yaninda, hesaplamalarin etkili ve hizli oldugu testlerle
desteklenmistir.

Metot, egrilerin parametrizasyonlari ile olusturulan cebirsel denklem sistemlerini ¢6zmekten
sakinmaktadir. Cilinkii bu sistemler, Mobius doniisiimiiniin katsayilarina gore dogrusal olmayan
denklemlerden olusmaktadir ve 6zellikle yiiksek dereceli egriler icin yapilan hesaplamalar ya ¢ok uzun
siirecek ya da sonu¢ vermeyecektir. Bunun yerine, polinomlarin carpanlara ayrilmasi ve ortak
carpanlarinin bulunmasi {izerine bir yaklagim benimsenmistir. Bu yaklagimin en 6nemli avantaji,
bilgisayar cebir sistemlerinin polinomlarla ilgili ¢arpan bulma islemlerini gelismis bir seviyede
ytriitebilmesidir. Problemi polinom denklemlerine indirgemek ig¢in, temel invaryantlar ve Mdbius-
invaryantlart tanitilmigtir. Bu invaryanlar sayesinde Mobius doniisiimleri ¢arpan bulma yontemiyle
kolayca bulunabilmis, yine izometrilerin iiniter matris ve oteleme kisimlar1 da herhangi bir denklem
sistemi ¢oziilmesine gerek kalmadan dogrudan elde edilebilmistir.

Algoritma, Maple bilgisayar cebir sistemi kullanilarak bilgisayar ortamina uyarlanmistir. Bu
uyarlamanin test edilmesi icin, genis capli testler uygulanmis ve sonuglar1 makalede sunulmustur. Ilgili
sonuglar dikkate alindiginda, algoritma hem polinom girdili hem de rasyonel girdili egriler i¢in problemi
saniyeler i¢inde ¢ozebilmektedir. Algoritma, iki girdi egrisinin 6zdes alinmasiyla egrilerin karmagik
simetrilerini hesaplamaktadir. En az bir trivial olmayan simetrisi bulunan egriler i¢in algoritma sinanmig
ve beklendigi iizere saniyeler i¢inde problemin ¢oziimii elde edilebilmistir.

Gelecek calismalarda, bu calismada verilen metodun keyfi boyutlu karmasik uzaylara
genisletilmesi diistiniilmektedir. Ayrica, iki boyutlu karmasik uzayda kapali formda temsil edilen egriler
icin de ayn1 problem ¢o6ziilmeye calisilacaktir. Sunulan metot ile bu probleme benzer bir yaklasim
sunmak su anda miimkiin degildir, zira burada verilen metot dogrudan parametrizasyonlarin giiciinden
faydalanmaktadir.
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