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Ozet. R, 2 —torsion free bir yariasal halka, U, R halkasinin bir kare kapal Lie ideali, F: R — R toplamsal bir doniisiim ve
Z, R halkasinin merkezi olsun. Eger her x,y € R i¢in F(xy) = F(x)y + xd(y) kosulunu saglayan bir d: R — R tiirevi varsa
F doniistimiine R halkasinin d ile belirlenmis bir genellestirilmis tiirevi denir. Bu ¢alismada F, d tiireviyle belirlenmis bir
genellestirilmis tlirev olmak {izere baz1 komiitatiflik kosullar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Yarisal halka, Lie

Notes on Lie Ideals with Generalized Derivations in Semiprime Rings

Abstract. Let R be a 2 — torsion free semiprime ring, U be a square closed Lie ideal of R and Z be the center of R. An additive
mapping F : R — R is called a generalized derivation if there exists a derivation d: R — R such that F(xy) = F(x)y +
xd(y), forall x, y € R. In the present paper, we investigate some commutativity conditions admitting a generalized derivations
F with associated derivations d satisfying several conditions.
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1. GIRIS

R bir halka, d: R = R toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her x,y € R i¢gin d(xy) = d(x)y + xd(y)
kosulu saglaniyor ise d doniisiimiine R halkasinin bir tiirevi denir. 1957 yilinda E. C. Posner halkalarda
tirev tanimini vermis ve bazi kosullar altinda bir halkanin degismeli olmasm tirev yardimiyla
incelenmesi konusundaki caligmalara 6n kaynak olmustur. Son 60 yildir tiirevler ve halka yapisi
arasindaki iligskiyi inceleyen pek cok caligma yapilmistir. Teorinin gelisimiyle beraber daha sonraki
yillarda farkli tiirev kavramlart tanimlanmuis, asal halkalarda bu tiirevlerin sagladigi ozellikler
incelenmistir.

1991 yilinda M. Bresar tarafindan genellestirilmis tiirev tanimi verilmistir: R bir halka, f:R - R
toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her x, y € R i¢in

fxy) = fx)y +xd(y)

kosulunu saglayan bir d: R = R tiirevi varsa f doniisimiine R halkasinin d ile belirlenmis bir
genellestirilmis tlirevi denir. B. Hvala 1998 de asal halkalarin genellestirilmig tiirevlerinin cebirsel
Ozelliklerini incelemistir. Bu ¢alismadan sonra tiirevli asal halkalar i¢in elde edilmis olan bazi sonuglar
genellestirilmis tiirevler i¢in arastirilmistir. Bu ¢alismalar zamanla R asal halkasi yerine halkanin ideali
ve Lie idealleri iizerinde incelenmistir. Ote yandan tiirev yerine (o,7) —tiirev, genellestirilmis
(o, 1) —tiirev alinarak 6nemli sonuglar elde edilmistir.

* Corresponding author. Email address: eminekoc@cumhuriyet.edu.tr

http://dergi.cumhuriyet.edu.tr/cumuscij/index ©2016 Faculty of Science, Cumhuriyet University



Genellestirilmis Tiirevli Yariasal Halkalarin Lie Idealleri Uzerine

Bir R halkasinda x,y € R i¢in xy — yx eleman1 komiitatér carpim olarak adlandirilir ve ve [x,y] ile
gosterilir. xy + yx ifadesine ise x ile y nin Jordan c¢arpimi denir ve xoy ile gosterilir.
{z € R|zx = xz,Vx € R} kiimesine ise R halkasinin merkezi denir ve Z ile gosterilir.

X ve Y, R halkasinin iki alt kiimesi olsun. [X, Y] ile xy — yx, x € X,y € Y elemanlar1 tarafindan iiretilen
toplamsal alt grup gosterilir. Buna gore U, R halkasinin bir toplamsal alt grubu olmak iizere eger
[U,R] < U oluyorsa U kiimesine R halkasinin bir Lie ideali denir.

S, R halkasinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi, F: R — R bir doniisiim olmak tizere eger herX € S
icin [F(x),x] = 0 oluyorsa F doniisiimiine R halkasinin S iizerinde bir kommuting (commuting)
doniisiimii denir. Benzer sekilde her X € S i¢in [F(x), x] € Z saglaniyorsa F doniisiimiine R halkasinin
S tizerinde bir merkezil (centralizing) doniisiimii denir.

1957 yilinda E. C. Posner merkezil tiireve sahip olan bir asal halkanin degismeli oldugunu ispatlamistir.
Bu teorem Posner’in II. Teoremi olarak da adlandirilir. Posner dan sonra pek ¢ok yazar bu konuyla ilgili
halkanin uygun bir alt kiimesini alarak genellestirmeler yapmustir. 1973 de R. Awtar Lie idealler
tizerinde merkezil olan tiirevleri incelemistir. Ayni teorem 1983 yilinda P.H. Lee ve T.K. Lee tarafindan
U, R asal halkasinin bir Lie ideali ve her u € U igin [d(u),u] € Z kosulu altinda U c Z oldugu
gosterilerek ispatlanmistir. 2002 yilinda N. Rehman tarafindan R karakteristigi ikiden farkli bir asal

halka, U, R halkasinin her U €U igin u® €U sarti1 saglayan bir Lie ideali ve ( f, d) genellestirilmis
tiirevi olmak tizere her u € U igin [f (u), u] = 0 kosulu altinda U c Z oldugu ispatlanmigtir. Daha sonra

2011 yilinda ise O. Gélbast ve E. Kog tarafindan bu teorem u®> €U kosulu kaldirilarak ispatlanmistir.
2004 yilinda N. Argac ve E. Albas tarafindan asal halkada genellestirilmis tiirev alinarak incelenmistir.

S, R halkasinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi, F: R — R bir doniisiim olmak tizere eger her x,y €
S i¢in [F(x),F(y)]= [X, y] oluyorsa F doniisiimiine R halkasinin S iizerinde bir gii¢lii komiitatifligi

koruyan (strong commutativity preserving) doniisiimii veya kisaca SCP denir. Literatiirde SCP
doniisiimler ve SCP tiirevler icin pek ¢ok calisma bulunmaktadir. 1993 yilinda, M. Bresar tarafindan
komiitatifligi koruyan doniisiim tanimlamis ve halka {izerinde bu doniisiim incelenmistir. H. E. Bell ve

M. N. Daif tarafindan 1994 yilinda U sifirdan farkli R yariasal halkasinin sag ideali ve d , U iizerinde
bir tiirev olmak iizere her X,y eU igin [d(X),d(y)]= [X, y] iken U < Z oldugu ispatlanmigtir. 1996
yilinda ise Q. Deng ve M. Ashraf tarafindan SCP doniistimler ele alinmistir.

1992 yilinda M. N. Daif ve H. E. Bell tarafindan “d, R yari-asal halkasinin sifirdan farkl tiirevi ve I, R
halkasinin sifirdan farkli bir ideali olmak {izere asagidaki kosullardan biri saglanirsa I halkanin
merkezindedir;

i.d(x, y)=#xy} wvxyel,

i. x,yeligind((x,y])=[x,y]veya d([x,y])=-[x,y].”
teoremi ispatlandi. Bu sonug¢ 2006 yilinda N. Argag tarafindan incelendi. 2009 yilinda O. Gdlbasi ise
ayni sonucu bir yari-asal halkada (f ,d) genellestirilmis tiirevi igin genellestirmistir. 2011 yilinda ise
O. Golbas1 ve E. Kog tarafindan yukaridaki kosullar Lie idealler iizerinde ¢alisilmustir.

Ozellikler: Vx, y, z € R i¢in asagidaki bagintilar saglanr.
i [x+yz]=[x2z]+[y 2]
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ii.  [xyz]l=ylx z] + [x,y]z

iii.  [xy z] =x[y, z] + [x,z]y

iv. [yl z] + [y z],x] + [[z x],¥] = 0 (Jacobi 6zdesligi)
V. x0(yz) = (x0y)z — ylx,z] = y(x0z) + [x,y]z

Vi.  (xy)oz = x(yoz) — [x,z]y = (x0z)y + x[y, 7]

Not : Her u € U igin u? € U oldugunda uv + vu = (u + v)? — u? — v? yazlabilecegi i¢in her u,v €
U i¢inuv + vu € U olur. Ayrica, U, Lie ideal oldugundan her u,v € U iginuv —vu = [u,v] €U

dur. Bu iki durum birlikte diisiiniiliirse her u,v € U i¢in 2uv € U elde edilir. Makale boyunca R bir 2-
torsion free halka oldugu i¢in islemlerde kolaylik saglamasi agisindan her u,veU i¢in 2uv € U

aliacaktir.

Bu calismada yukarida verilen kosullar genellestirilmis tiirevli bir 2 —torsion free yariasal halkanin Lie
ideali tizerinde incelenecektir.

2. SONUCLAR

Lemma 2.1: [12, Corollary] R karakteristigi ikiden farkl1 bir yari-asal halka, U € Z(R) olacak sekilde
U, R halkasimin bir Lie ideali ve a, b € U olsun.

i) EgeraUa = (0) ise bu durumda a = 0 dir.
ii) EgeraU = (0)(veya Ua = (0)) ise bu durumda a = 0 dur.
iii) Eger her u € U igin u? € U ve aUb = (0) ise bu durumda ab = 0 ve ba = 0 dur.

Lemma 2.2: [11, Lemma 1] R, 2 —torsion free bir yariasal halka ve U, R halkasinin Lie ideali olsun.
Eger [U,U] c Zisebudurumda U c Z dir.

Teorem 2.3: R, 2 —torsion free bir yariasal halka, U, R halkasinin U € Z ve her u € U igin uteu
olacak sekilde bir Lie ideali, (F, d), R halkasmin bir genellestirilmis tiirevi ve d(U) € U olsun. Eger her
u € U igin [F(u),u] € Z ise budurumda d(Z n [U,U]) = (0) dir.

Ispat: Hipotezde u yerine v € U olmak iizere u + v yazilirsa
[Fu+v),u+v]l=[Fw)+F),u+v]
=[F(w),u] + [F(w),v] + [F(v),u] + [F(v),v] € Z
dir. Burada hipotez kullanilirsa
[F(w),v]+ [F(v),u] € Z,Vu,v e U 2.1
olur. (2.1) esitliginde u yerine 2uz, z € Z N [U, U] yazilir ve halkanin 2 —torsion free olmasi kullanilirsa
[F(uz),v] + [F(v),uz] € Z,Vu,v € U
elde edilir. Komiitator o6zellikleri ve F doniisiimiiniin genellestirilmis tiirev oldugu kullanilirsa
[F(uz),v] + [F(v),uz] = [F(W)z + ud(2),v] + [F(v), uz]
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= [F(u),v]z + FW)[z v] + [u,v]d(2)
+uld(2),v] + [F(v),ulz + ulF (v), 2]
= ([Fw),v] + [F(v),u])z + F(w[z,v] + [u,v]d(2)
+uld(z),v] + ulF(v),z] € Z

bulunur. Ayrica z € Z oldugundan d(z) € Z dir. Yukaridaki ifadede (2.1) esitligini, z € Z ve d(z) € Z
oldugunu kullanilirsa

[u,v]d(z) € Z, Vu,v e U (2.2)
elde edilir. Bu ifade r € R ile komiite edilirse
0 = [[u,v]d(2), 7] = [[w,v] r|d(2) + [w,v][d(2),7]
olur. Tekrar d(z) € Z oldugu kullanilirsa
[[u, v],r]d(z) =0,Vu,veUVr eR (2.3)
elde edilir. (2.3) esitliginde v yerine 2vu yazilir ve halkanin 2 — torsion free olmasi kullanilarak
[[u, vu],r]d(z) =0,Yu,veUVreRr
bulunur. Komiitator ¢carpim 6zellikleri kullanilirsa
0= [[u, vu],r]d(z)
= [v[u, u] + [u, v]u,r]d(z)
= [[w,v], r]ud(2) + [w,v][u,r]d(2)
elde edilir. d(z) € Z oldugundan
0= [[u, v],r]d(z)u + [u, v][u,r]d(2)
bulunur. Yukaridaki esitlikte (2.3) ifadesi kullanilirsa
[u,v][u,r]d(z) = 0,Vu,v € U,Vr € R (2.4)
olur. (2.4) esitliginde r yerine rv yazilirsa
0 = [u, v][u, rv]d(2)
= [u, v]r[u, v]ld(z) + [u, v][u, r]vd(2)
olur. d(z) € Z oldugundan
0 = [u, v]r[u,v]d(z) + [u, v][u,r]d(z)v
elde edilir. (2.4) esitligi kullanilirsa

[u,v]r[u,v]d(z) = 0,Vu,v € U,r €R
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bulunur. Bu esitlik soldan d(z) ile ¢arpilirsa

d(2)[u, v]r[u,v]d(z) = 0,Yu,v € U,r €R
olur. d(z) € Z oldugundan

[u,v]d(z)r[u,v]ld(z) = 0,vu,v € U,r €R
elde edilir. Dolayistyla

[w,v]d(z)R[u,v]d(2z) = (0),Vu,v € U
bulunur. R yariasal halka oldugundan
[u,vld(z) =0,Vu,v €U
olur. Yani
[U,U]d(z) = (0),Vz € Zn [U,U]

elde edilir. z € [U, U] oldugundan d(z) € [U, U] dur. Ayrica [U, U] bir Lie idealdir. U € Z ve Lemma
2.2 kullanmilirsa [U,U] € Z dir. Lemma 2.1 (ii) den d(Z n [U,U]) = (0) elde edilir. Sonug olarak
F, U iizerinde merkezil doniisiim ise d(Z n [U, U]) = (0) elde edilir.

Teorem 2.4: R, 2 — torsion free bir yariasal halka, U, R halkasinin U € Z ve her u € U igin utleuUu
olacak sekilde bir Lie ideali, (F, d), R halkasmin bir genellestirilmis tiirevi ve d(U) € U olsun. Eger her
u € Uigin F(u) o u € Z ise, bu durumda d(Z n [U, U]) = (0) dir.

Ispat: Hipotezde u yerine v € U olmak iizere u + v yazilirsa
Flu+v)o(u+v)=(Fw+F®))e°(u+v)
=Fwou+Fwov+FWw)ou+Fw)oveELZ
elde edilir. Bu ifadede hipotez kullanilirsa
F(wWov+Fw)ou€Z,Vu,veU (2.5)

olur. (2.5) esitliginde v yerine 2vz,z € Z N [U, U] yazilir ve halkanin 2 —torsion free olmasi kullanirsa
her u,v € U igin

F(wevz+ F(vz)ou€eZ
bulunur. Jordan g¢arpim 6zellikleri ve F doniisiimiiniin genellestirilmis tiirev oldugu kullanilirsa
F(u)ovz+ F(vz)ocu=F(u)ovz+ (F(v)z+vd(z)) ou
= F(wovz+ Fw)zou+vd(z)ou
=(Fw)ov)z—v[F(u),z]+ (F(v) ou)z
+FW)[z,u]l + (vou)d(z) + v[d(z),u]l € Z

elde edilir. z € Z oldugundan d(z) € Z dir. d(z) € Z ve z € Z oldugu kullanilirsa
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(Fwoev)z+ (Fw)ow)z+ (vou)d(z) € Z
olur. Bu ifade diizenlenirse
(Flwov+FWw)oewz+ (wouw)d(z) EZVUu,veu
elde edilir. (2.5) ifadesi kullanilirsa
(wouw)d(z) e Z,Vu,veU (2.6)
bulunur. Son ifade r € R ile komiite edilirse
[(vow)d(2),r] = [veu,r]d(z) + (Weuw)[d(2),r] =0
olur. Burada d(z) € Z oldugu kullanilirsa
[vou,r]ld(z) =0,Vu,v € U, Vr € R 2.7)
elde edilir. (2.7) esitliginde u yerine 2vu yazilir ve halkanin 2 —torsion free olmasi kullanilirsa
[(vewvu),r]ld(z) =0,Vu,v €U, Vr €R
bulunur. Jordan ve komiitator ¢arpim 6zellikleri kullanilirsa
0=[(wevw),r]ld(z) =[v(veu)+ [v,v]ur]d(z)
= [v(vou),r]d(2)
= [v,r](vou)d(z) + v[veou,r]d(z)
olur. (2.7) esitligi kullanilirsa
[v,r](veu)d(z) =0,Vu,v € U Vr €R (2.8)
bulunur. (2.8) esitliginde u yerine 2uw, w € U yazilir ve halkanin 2 — torsion free olmasi kullanilirsa
[v,r](v e uw)d(z) = 0,vu,v,w € U,r ER
bulunur. Komiitator ve Jordan ¢arpim dzellikleri kullanilirsa
0=1[v,r](veuw)d(z)
= [v,r](veouw)wd(z) — [v,r]ulv,w]d(2)
olur. Tekrar bu esitlikte d(z) € Z oldugu kullanilirsa
[v,r](v e w)d(2)w — [v,r]u[v,w]d(z) = 0
elde edilir. Son esitlikte (2.8) esitligi kullanilirsa
[v,r]ulv,w]d(z) = 0,Vu,v,w € U,Vr € R
olur. Elde edilen esitlikte  yerine w yazilirsa

[v,wlu[v,wld(z) = 0,Vu,v,w € U
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bulunur. Son esitlik soldan d(z) ile carpilirsa

d(2)[v,wlu[v,w]d(z) = 0,YVu,v,w € U
elde edilir. d(z) € Z oldugundan

[v,wld(z)U[v,wld(z) = (0),Vv,w €U
olur. Buradan (2[v,w]d(2))U(2[v,wld(2)) = (0),Yv,w € U
oldugu gortiliir. Lemma 2.1 (i) den yararlanilirsa

[v,wld(z) =0,Vv,w € U
elde edilir. Yani
[U,U]d(z) = (0),vz€ Zn[U,U]

olur. z € [U, U] oldugundan d(z) € [U, U] dur. Ayrica [U, U] bir Lie idealdir. U € Z ve Lemma 2.2
kullanilirsa [U,U] € Z dir. Lemma 2.1 (ii) den d(Z n [U,U]) = (0) elde edilir. Sonug¢ olarak F,U
tizerinde ters-merkezil doniisiim ise d(Z N [U, U]) = (0) dur.

Teorem 2.5: R, 2 —torsion free bir yariasal halka, U, R halkasinin U &€ Z ve her u € U igin utleu
olacak sekilde bir Lie ideali, (F,d), R halkasmin bir genellestirilmis tiirevi ve d(U) € U olsun. Eger
heru,v € U igin [F (u), F(v)] — [u,v] € Z ise bu durumda d(Z n [U,U]) = (0) dur.

Ispat: Hipotezde v yerine 2vz, z € Z n [U, U] yazilir ve halkanin 2 — torsion free olmas1 kullamilirsa
[F(w),F(wz)] - [u,vz] EZ,Vu,veU
elde edilir. Komiitator 6zellikleri ve F doniisiimiiniin genellestirilmis tiirev oldugu kullanilirsa
[F(uw), F(v)z + vd(2)] — [u, vz]
= [F(w),F(v)z] + [F(w),vd(2)] — [u, vz]
= [F(w),F(W)]z + FW)[F(w), z] + [F (u),v]d(2)
+v[F(w),d(2)] — [u,v]z — v[u, z]
= ([Fw), F)] = [w,vDz +[F (u), v]d(2)
+v[F(w),d(2)] + FW)[F(w),z] —v[u,z] €Z
olur. z € Z iken d(z) € Z oldugundan

([F(w),Fw)] = [w,v])z + [F(uw),v]d(z) € Z,Vu,vEU
bulunur. Burada hipotez kullanilirsa

[F(w),v]d(z) € Z,Vu,v € U (2.9)
olur. Son ifade r € R ile komiite edilirse

0= [[F(w),v]d(2),7]
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= [[F(w),v],r]d(z) + [F(w), v][d(2),7]
bulunur. d(z) € Z oldugundan
[[Fw),v],r]d(z) =0,vu,v e Ur R (2.10)

elde edilir. (2.10) esitliginde v yerine 2vw,w € U yazilir ve halkanin 2 —torsion free olmasi
kullanilarak

[[Fw),vw],r|d(z) = 0,vu,v,w e U,r €R
bulunur. Komiitator carpim 6zellikleri kullanilirsa
0 = [[F(w),vw],r]d(2)
= [[F (), vlw + v[F (w),w],r]d(2)
= [[F(), v],r]wd(2) + [F (W), v][w, r]d(2)
+[v, 7][F (W), w]d(2) + v[[F (W), w], ]d(2)
olur. Burada d(z) € Z oldugu kullamilirsa
0 = [[F(w),v], r]d(@)w + [F (W), vl[w,7]d(2)
+[v, 71[F (W), wld(2) + v[[F (W), w], r]d(2)
elde edilir. Son esitlikte (2.10) esitligi kullanilirsa
0 = [F(w),v]lw,7]d(2) + [v,r][F (), wld(2)
bulunur. Son esitlikte r yerine F(u) yazilirsa
0 = [F), v][w, F(W)]d(z) + [v, FW][F (), w]d(2)
= —[F (), v][F (W), w]d(2) — [F (W), v][F (w), w]d(2)
= —2[F(), v][F (w), w]d(2)
olur. R, 2 —biikiilmez yariasal halka oldugundan
[F (w), v][F (W), wld(z) = 0,Yu,v,w € U (2.11)

elde edilir. (2.11) esitliginde v yerine 2vx, x € U yazilir ve halkanin 2 —torsion free olmasi kullanilirsa
[F(u), vx][F (u), w]ld(z) = 0 elde edilir. Komiitator ¢arpim ozellikleri kullanilarak

[F (W), v]x[F(w), wld(2) + v[F (u), x][F(u),w]d(z) = 0
bulunur. (2.11) esitligi kullanilirsa
[F(w), v]x[F(w),w]d(z) = 0,YVu,v,w,x €U
olur. Son esitlikte w yerine v yazilirsa
[F(w), v]U[F (w), v]d(z) = (0),Vu,v € U
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elde edilir. Bu esitlik soldan d(z) ile garpilirsa
d(2)[F(w), v]U[F (w),v]d(z) = (0),Vu,v €U
olur. Burada d(z) € Z oldugu kullanilirsa
[F(uw), vld(2)U[F (uw),v]d(z) = (0),Vu,v € U
bulunur. Bu ise (2[F (w), v1d(2))U(2[F (w), v]d(2)) = (0),YVu,v € U
olmas1 demektir. Bu esitlige Lemma 2.1 (i) uygulanirsa
[F(w),v]d(z) =0,Vu,veE U (2.12)
olur. (2.12) esitliginde u yerine 2uw, w € U yazilir ve halkanin 2 —torsion free olmasi kullanilarak
[F(uw),v]d(z) = 0,vu,v,w € U
oldugu bulunur. Komiitator 6zellikleri ve F doniisiimiiniin genellestirilmis tiirev oldugu kullanilirsa
0 = [F(ww + ud(w), v]ld(z)
= [Fww, v]d(2)+[ud(w),v]d(z)
= [F(w),vlwd(z) + F(w)[w, v]d(2) + [u,v]d(w)d(z) + u[d(w), v]d(z)
elde edilir. Burada d(z) € Z oldugu kullanilirsa
0 = [F(w),v]d(2)w + F(w)[w, v]d(2) + [u, v]ld(w)d(2z) + u[d(w), v]d(z)
olur. Yukaridaki esitlikte (2.12) esitligi kullanilirsa
0 = Fw)[w,v]d(2) + [u, vld(w)d(z) + u[d(w),v]d(z)
bulunur. Son esitlikte w yerine z yazilirsa
0 =F)lz,v]d(z) + [u,v]d(z)d(z) + uld(z),v]d(z)
elde edilir. Burada z € Z ve d(z) € Z oldugu kullanilirsa

[u,v]ld(z)d(z) =0,Vu,v e U
olur. d(z) € Z oldugu kullanilirsa

d(2)[u,v]d(z) =0,Yu,veU
olur. Yani
d(z) [U,Uld(z) = (0),vze Zn|[U,U]

olur. d(z) € [U,U], [U,U] Lie ideal ve [U, U] £ Z oldugundan Lemma 2.1 (i) kullanilirsa
d(Z n[U,U]) = (0) elde edilir.

Sonug 2.6: R, 2 —torsion free bir yariasal halka, U, R halkasinin U € Z ve her u € U igin u? € U olacak
sekilde bir Lie ideali, (F,d), R halkasinin bir genellestirilmis tiirevi ve d(U) € U olsun. Eger F,U
tizerinde bir SCP doniisiim ise bu durumda d(Z n [U, U] ) = (0) dur.
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Ispat: Hipotezden
[F(u),F(v)] = [u,v], Yu,veU

dir. Bu durumda [F (u), F(v)] — [u,v] = 0 € Z bulunur. Teorem 2.5 kullanilirsa d(Z N [U, U] ) = (0)
elde edilir.

Teorem 2.7: R, 2 —toraion free bir yariasal halka, U, R halkasinin U € Z ve her u € U igin uteu
olacak sekilde bir Lie ideali, (F, d), R nin bir genellestirilmis tiirevi ve d(U) € U olsun. Eger her u,v €
U igin F(u o v) — [u,v] € Z ise bu durumda d(Z n [U, U]) = (0) dir.

Ispat: Hipotezde v yerine 2vz,z € Z n [U, U] yazilir ve halkanin 2 —torsion free olmasi kullamlirsa
Fluovz) —[u,vz] € Z,Vu,velu
olur. Jordan ve komiitatdr ¢arpim 6zellikleri kullanilirsa
F((u °ovV)zZ — v[u,z]) —[u,v]z—v[uzl € Z,Vvu,veu
elde edilir. Burada z € Z oldugu kullanilirsa
F((u o v)z) —[wv]z€ZVuveU

bulunur. Burada F doniistimiiniin genellestirilmis tiirev oldugu kullanilirsa

Fluev)z+ (uev)d(z) —[u,v]z € Z,Vu,veEU
bulunur. Bu ifade diizenlenirse

(Fluev) —[u,v]Dz+ (uev)d(z) € Z,Vu,velU
elde edilir. Son ifade hipotez ve z € Z oldugu kullanilarak diizenlenirse

(uov)d(z) € Z,Vu,vely

olur. Elde edilen ifade Teorem 2.4 iin ispatindaki (2.6) ile aynidir. Boylece Teorem 2.4 iin ispatindaki
benzer iglemler tekrarlanarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 2.8: R, 2 — torsion free bir yariasal halka, U, R halkasinin U € Z ve her u € U igin uteu
olacak sekilde bir Lie ideali, (F,d), R halkasinin bir genellestirilmis tiirevi ve d(U) S U olsun. Eger
her u,v € U i¢in F([u,v]) — (u e v) € Z ise budurumda d(Z n [U,U]) = (0) dir.

Ispat: Hipotezde v yerine 2vz,z € Z N [U, U] yazilir ve halkanin 2 —torsion free olmasi kullamlirsa
F([u,vz]) —uovz€e Z,Vvu,veU
olur. Jordan ve komiitator carpim 6zellikleri kullanilirsa
F(lu,vlz+v[u,z]) — (ueov)z—v[u,z] € Z,Vu,v €U
elde edilir. Burada z € Z oldugu kullanilirsa
F(lu,vDz + [w,v]d(z) — (uev)z€ Z,Vu,v €U

bulunur. Bu ifade diizenlenirse
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(F([u,v]) = (uev))z—[u,v]ld(z) € Z,Vu,ve U
elde edilir. Son esitlikte hipotez kullanilirsa
[u,vld(z) € Z,Vu,v €U

bulunur. Bu ifade Teorem 2.3 nin ispatindaki (2.2) ile aymidir. Benzer islemler tekrarlanirsa
d(Z n[U,U]) = (0) elde edilir.

Teorem 2.9: R, 2 — torsion free bir yariasal halka, U, R halkasinin U € Z ve her u € U igin uteu
olacak sekilde bir Lie ideali, (F,d), R halkasinin bir genellestirilmis tiirevi ve d(U) S U olsun. Eger
heru,v € U F([u,v]) — (F(u) o v) — [d(v),u] € Z ise bu durumda d(Z n [U,U] ) = (0) dur.

Ispat: Hipotezde v yerine 2vz,z € Z n [U, U] yazilir ve halkanin 2 —torsion free olmasi kullamilirsa
F([u,vz]) — (F(w) cvz) — [d(vz),u] € Z,Vu,v €U
olur. Yani
(F([u,v]z + v[u,z]) — (F(w) cvz) — [d(v)z + vd(z),u] € Z
elde edilir. Yukaridaki esitlikte z € Z oldugu kullanilirsa
(F([u,v]z) = (F(w) cvz) — [d(v)z + vd(z),u] € Z
bulunur. Jordan ve komiitator ¢arpim 6zellikleri kullanilirsa

F(lu,v]Dz + [u,v]d(z) — (F(w) cv)z + v[F(uw),z] — [d(v),u]z — d(v)[z,u] — [v,u]d(z) —
v[d(2),u]l € Z

bulunur. Son esitlikte z € Z ve d(z) € Z oldugu kullanilirsa
F([u,v])z + [u,v]d(z) — (F(w) e v)z — [d(v),u]z — [v,u]d(2)
=F(uv) —F)ev—[dWw),ul)z+ [u,v]d(z) + [u,v]d(z) € Z
elde edilir. Hipotez kullanilirsa

2[u,v]d(z) € Z,Vu,v e U
bulunur. R, 2 —torsion free yariasal halka oldugundan

[u,v]ld(z) € Z,Vu,v e U

olur. Bu ifade Teorem 2.3 nin ispatindaki (2.2) ile aynidir. Benzer islemler tekrarlanirsa d(Z N [U, U]) =
(0) elde edilir.

Teorem 2.10: R, 2 — torsion free bir yariasal halka, U, R halkasinin U € Z ve her u € U igin u?eu
olacak sekilde bir Lie ideali, (F,d), R halkasinin bir genellestirilmis tiirevi ve d(U) € U olsun. Eger
heru,v € U igin [F(u),F(v)] — (uev) € Z,vu,v €U ised(Z n[U,U]) = (0) dir.

Ispat: Hipotezde v yerine 2vz,z € Z N [U, U] yazlir ve halkanin 2 —torsion free olmasi kullamlirsa

[F(w),F(vz)] - (uevz) € Z,Vu,veU
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olur. Yukaridaki esitlik diizenlenirse

[F(u),F(v)z+vd(2)] — (uovz) € Z,Vu,veEU

elde edilir. Jordan ve komiitatdr carpim 6zellikleri kullanilirsa

[F(w), F(v)]z + FW)[F (W), z] + [F (W), v]d(2)

+v[F(u),d(z)] — (uev)z+vuz]€Z

olur.z € Z ve d(z) € Z oldugundan

([Fw), F)] = (uev))z + [F(u),v]d(2) € Z

elde edilir. Hipotez kullanilirsa

[F(w),v]d(z) € Z,Vu,veU

bulunur. Bu ifade Teorem 2.5 {in ispatindaki (2.9) ile aynidir. Boylece Teorem 2.5 ispatindaki benzer
islemler tekrarlanarak istenen sonug elde edilir.
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