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Oz

Bu calismada, simnir kosulunda 6z parametre ve ikinci derece diferensiyel denkleminde birden fazla potansiyel
bulunduran bir Sturm- Liouville problemi ele almmmustir. Priifer doniistimii yardimiyla bu problemin 6zdegerlerinin ve
nodal parametrelerinin asimptotik formiilleri bulunmustur. Ayrica, potansiyel fonksiyonlar i¢in bir yapilandirma
formiilii elde edilmistir.
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Abstract

In this study, Sturm-Liouville problem with eigenparameter in the boundary condition and more than one potential in
the second order differential equation is considered. Asymptotic formulas of the eigenvalues and nodal parameters of

this problem are found by Priifer substitution. In addition, a reconstruction formula is obtained for potential functions.
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1. Giris

Lineer  diferansiyel  operatorlerin  spektral
teorisinde, diiz problemin ve ters problemin gesitli
Ozellikleri bircok yazar tarafindan arastirilmigtir.
Burada, diiz problem: diferansiyel operatorlerin 6z
degerlerinin ve bu 6z degerlere karsilik gelen 6z
fonksiyonlarin  belirlenmesi  problemi; ters
problem ise Ozdeger, Ozfonksiyon, sagilma
verileri, normlastirict  sabitler, 6zdegerlerin
stfirlart gibi spektral karakteristikler kullanilarak
denklemin katsay1r fonksiyonlarinin bulunmasi
yani kisaca lineer operatdriin bigiminin bulunmasi
problemi olarak tanmimlanir. Bu iki problemden
ikincisi yani spektral analizin ters problemleri,
matematik, fizik, mekanik, elektronik, jeofizik,
meteoroloji, sismoloji, tip ve bu gibi baska doga
bilimlerinde ortaya ¢ikan Onemli problemlerin
¢oziilmesinde dnemli role sahiptir (Cakir, 2007).

Sturm-Liouville operatorii igin ters problemlerin
gelismesinde 6nemli katki Ambartsumyan (1929)
tarafindan formuliize edilen ve incelenen calisma
ile olmustur. Fakat, bu c¢alismanin aksine
0zdegerlerin bir kiimesinin operatoriin bigimini
belirlemesinde yeterli olmadig1 anlasildi. Ornegin;
Ambarsumyan’in 6zdegerlerin tek bir kiimesinin
bilinmesi” kosuluna ek olarak, Borg (1946)
0zdegerlerin ikinci bir kiimesinin bilinmesi veya
q(x)=a(1-x) kosulunun  saglanmasinin

operatériin  bicimini  belirlemesinde  yeterli
oldugunu; Gel’'fand ve  Levitan  (1951)
normlastirict sabitler kiimesi kullanarak potansiyel
fonksiyonun tek olarak belirlenebilecegini;
Hoschtadt (1973) 6z fonksiyonlarin indis kiimesi

tizerinde bir mutlak toplam olarak potansiyel
fonksiyonun elde edilebilecegini gosterdiler.

Son yillarda, ters problemlerin yeni bir sinifi olan
ters nodal problemler teorisi yazarlarin dikkatini
oldukga ¢ekmistir. Ters nodal problem ilk olarak
McLaughlin (1988) tarafindan ele alindi. Sturm-
Liouville probleminde potansiyel fonksiyonu tek
olarak belirlemek i¢in sadece nodal noktalarin (6z
fonksiyonlarin  sifirlarinin)  bilgisinin  yeterli
oldugu ispatland1 (MclLaughlin, 1988; Hald ve
McLaughlin, 1989). Daha sonra, bazi yazarlar
tarafindan dikkate deger bazi sonuglar elde
edilmistir. Ornegin, baz1 yazarlar calismalarinda
nodal noktalar yardimiyla potansiyel fonksiyonu
ve tlirevlerini yeniden yapilandirmistir (Chen vd.,
2002; Koyunbakan ve Panakhov, 2007;
Koyunbakan ve Yilmaz, 2008; Koyunbakan,
2009, 2011; Yang, 2014; Pinasco ve Scarola,
2015). Bu ¢alismalara ek olarak bazi yazarlar siir
kosullarinin 6z parametreye bagli  olmasi
durumunda ters nodal problemi ele aldilar
(Browne ve Sleeman, 1996; Yilmaz ve
Koyunbakan, 2010; Panakhov vd., 2010; Keskin
ve Ozkan, 2017; Sen, 2017, 2018).

Sturm-Liouville operatoriinin =~ birden fazla
potansiyel fonksiyonu kapsamasi bakimindan
Klasik Sturm-Liouville operatoriinden farkli ters
nodal problemler bazi yazarlar tarafindan
calisgtlmistir ~ (Guseinov  ve  Nabiev, 2000;
Guseinov v.d. 2000; Nabiev, 2010; Goktas vd.,
2018). Ayrica, Kaplan (2019) bu tip bir operatorii
ayrilabilir smir sartlariyla birlikte g6z Oniine
alarak nodal noktalar yardimiyla ters problemin
¢Ozlimiine ulagmustir.

Bu ¢alismada, 0 <x <7 araliginda agagidaki problemi ele alacagiz:

—y”+{q0(x)+/1q1(x)+ﬂ,2q2(x)}y=/16y,
y(0)=0,
y’(ﬂ)+lzy(7r)=0.

1)
)
3)

Burada, A bir 6z parametre ve g (x), k=13 fonksiyonlari [O, 7z] araliginda reel degerli stirekli

fonksiyonlardir. Bu calismadaki amag, Priifer doniisiimii yardimiyla sinir kosullarinin birinde 6z parametre
bulunduran (1)-(3) probleminin potansiyel fonksiyonlari i¢in bir yapilandirma formiilii elde etmektir.

(1)-(3) probleminin A, 6z degerlerine karsilik gelen Y, (X) = y(x,ﬂn) 6z fonksiyonlarinin sifirlarinin kiimesi

n

= ) . L. . ..
olan {XT }n N > 2 kiimesi nodal nokta kiimesi diye adlandirilir. I? =Xjyy — X;‘ , J=14,n-1, n>2degerine ise
J:

nodal uzunluk ad1 verilir.
2. Ozdeger ve Nodal Parametreler icin Asimptotik Formiiller

Bu béliimde, (1)-(3) probleminin 6z degerleri ve nodal parametreleri (nodal noktalar ve nodal uzunluklar)
icin asimptotik formiiller verilmistir. Bu formiillerin hesaplanmasinda Priifer déniigiimii kullanildi. (1)
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denkleminin asikar olmayan y(x) ¢Oziimii i¢in bu doniislim agagidaki formda yazilir:

y(x)=s(x)sin(2°0(x)), 4)
y'(x)=A%(x)cos(2°0(x)) (5)
veya

Y _ *cot(2°0(x)).

V) A cot(A°0(x)) ©

Burada, S(X) fonksiyonu genlik(amplitude) ve H(X) fonksiyonu ise faz(phase) olarak adlandirilir

(Birkhoff ve Rota, 1982).
Diger taraftan,

() {y’(x)} (y'(x)}z
= +
y(x) Ly(x)) Ly(x)
esitligi yazilabilir. Son esitlik ile birlikte (6) esitligi (1) denkleminde gz 6niine alinirsa

0’(x)=1—%(qo(x)+/1ql(x)+/lzq2(x))sinz(ﬁe(x)) @)

formiilu elde edilir.

Bu calisma boyunca, (1)-(3) problemi ig¢in kurulan teoremlerin ispatinda A=A4,, neN oldugu
varsayilacaktir (Shukurov, 2009).

Teorem 2.1. n — oo iken (1)-(3) probleminin 6z degerlerinin asimptotik formiilii asagidaki bicimdedir:
1 1
A=n+=+0|—=|.
tre ol 8
Ispat. (2) sinir kosulu ve (4) ten 9(0) =0 elde edilir. Buna ek olarak, (3) sinir kosulundan % =-1% ve
V7

X=rigin (4), (5) esitliklerinden =1 Cot(lfé?(zz)) elde edilir. Bu son iki esitlik birlikte dikkate

alinirsa

1 1) 1 1 1 [m;j” 1
H(ﬂ)zﬁarccot(—i—}—ﬂg[(n+2)7r+0(/1—D: FE +O[?}

bulunur.

[0, 7[] araliginda (7) esitliginin her iki tarafinin X e gore integrali alimirsa

“tﬂt—g}:o[%j_ﬂ%.@qo(x)sinz(iﬁ@( )dx— Iql )sin® (430(x))dx

n

Aquz x)sin® (430(x))dx
n 0

V4 1 A
:ﬂ_z_jf-!qO(X)dx_Z_ﬂflql(x)dx_ 21: .([qz(x)dx

17 1 %
+2_/1f£q° (x)cos(2430(x))dx+ ﬁ!ql(x)cos(z/ifﬁ(x))dx

1 T
= 2220(x))dx.
+2/1r?£q2(x)cos( (x)) X
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bulunur. Bu son ifadede,
1 dr.
COS(ZE:H( X)) = W,(X)&[Sln (2/1:9(X))j|

formiiltu dikkate alinirsa

(IH—ZJH' 1 2 1 7z
T+O£?j:”_z 2/16—m .([qm(X)dX

2 1 V4 o d )
+22/16_m 2230(,)() _[sm(Zﬂfé’(X))]dx.

m=0 n 0 n (X) dX

esitligi elde edilir. (9) esitliginin sagindaki son ii¢ integrale kismi integrasyon metodu uygulansin:
%(X) 17 Go (X)
[sm(z/lse(x)ﬂdx = W,(X)sm(z/ije(x)) —z—lslsm(mja(x))d ( Ho'(x)

1
Benzer sekilde,

%()); [sin(2430(x)) |dx= 0(/113] ”%%[sin@ﬂj@(x)ﬂdx:O(%j.

n

©)

X=m

!2,1 %' (x

x=0

Hesaplanan bu son ti¢ deger (9) esitliginde goz 6niine alinirsa

1

n+—|r

( 2) 1 2, 1 *% 1
i *O(ﬂ:jz”‘zuﬁm!"m(x)d“o(ﬂj

m=0
veya
1
—r? =+ O[l—:j
elde edilir. Buradan, 1 O(h(n)) dzelligi yardimiyla

15 0(n()
eoetfeel2)

formiilii elde edilir. Diger taraftan, bu son esitlikte N— o0 i¢in limit alinrsa A4 z[n +%j3 yaklasik degeri

n

bulunur. 4, nin bu yaklasik degeriyle birlikte, teorem 2.1 ispatlanmis olur.

Teorem 2.2. N —> o iken (1)-(3) probleminin nodal noktalart igin asimptotik formiil asagidaki bicimdedir:

2 X
X! = /13+22/16qum dt+0[ J
0 n

m=0

Ispat. x= X? oldugunu varsayalim. Bu durumda, X= X}' lar nodal noktalar (6z fonksiyonlarin sifirlart)

oldugundan y(x? ) =0 dir. Bu durum, (4) esitliginde dikkate alinirsa H(X ) = 11—3 degeri elde edilir.

[0, XU] araliginda (7) esitliginin her iki tarafinin X e gore integrali alimirsa

i A .
%: X} = 2o | O (t)sin® (A70(1))
0
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veya
j ﬂ: = : 0 ~ 21;3—m ) m "
n >(k ( ) (10)
1 % B 2 1 j qm t ) ;
/13 23 2" ! tor mzzoﬂf*’" !2139'(00' [sin(2276(1)) |
elde edilir.

(10) esitliginin sagindaki son ii¢ integrale kismi integrasyon metodu uygulanirsa, bu durumda m= 0,2 igin
f t
j n(246(t))d| = ORR o{%)
. o'(t) A

Sk st muian-o{3 ) o 3)-2o[2 (2

dir. Bu son ifade (10) esitliginde dikkate alinirsa, asagidaki formiil elde edilir:

Xf In (1) d[sm(2/13 ]

2 24,0 (1)
bulunur. Bu nedenle

3(»

T & 1 gl
=—:+22/16m.(|: dHO[%J

m=0 n
Dolayisiyla, teorem 2.2 nin ispati tamamlanir.

Teorem 2.3. n—>o iken (1)-(3) probleminin nodal uzunluklari icin asimptotik formiil asagidaki
bicimdedir:
2 1 L
+ t)dt+0| —

m=0 n

Ispat. Yeterince biiyikk neN igin, [X i X J+1] araliginda (7) esitliginin her iki tarafinin X =t e gore integrali

alinirsa

[ 9'(t)dt=x]j(1—§/1;mqm (t)sinz(ﬂja(t))Jdt

n
Xj+1

0(45,)-0(6)=1; - 3

)sin (/1349( ))d

j

%z 25 /16"’ qu dt+z /15”‘ Iqm (t)cos(2430(t))dt

veya

L& 1 2 p

I U_s*m_oﬁlqm (t)olt—mz_owxjn A, (t)cos(2270(t))dt (12)
elde edilir.
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Bu son esitligin sag tarafindaki son esitlikte son ii¢ integral ig¢in yukaridaki teoremlerde kullanilan benzer
islemler uygulanirsa, m=0,2 igin

X?A ; X?+1 . t ) ,
.[qm (t)cos(2476(t))dt = j:;be,()t)d[sm(Z/lne(t))J
L (2 4 (D) )d
_2_2?? JJ; SIn(Zf)a( o j;

1
<[]
bulunur. Burada, &=A426(t) igin dt:3d_§ dir. Bu nedenle,

A36'(t)

2 1 X .

m=0 n x? n

dir.
Bu son esitlik (12) esitliginde dikkate alinirsa, asagidaki formiil elde edilir:

& 1 1
IJ:?_’_ZWIqm(t)dt—'—o(ﬁJ

n m=0 n " n

Dolayisiyla, teorem 2.3 ispatlanir.

Goktas vd., (2018) yapmis olduklari ¢aligmada kullanilan yonteme benzer olarak, k =3 igin (11) esitligi

S 1

biciminde yeniden diizenlenebilir. Bu diizenleme qkfl(x) eC [O, 7[] , k =1,_3 fonksiyonlar i¢in elde edilecek
bir yapilandirma formiili i¢in Onemlidir. Dikkat edilirse, burada A, 0Ozdegeri Goktas vd., (2018)
caligsmasinda hesaplanan 6zdegerlerin ifadesinden farkli olarak teorem 2.1’de tanimlanmistir. Bu nedenle, IF

nin (13) deki ifadesi, Goktas vd., (2018) calismasindakine seklen benzese de tamamen farklidir. Sonug

olarak, asagidaki teorem 3.1 ifadesinde ve ispatinda A% =n+ % + O[ij oldugu dikkate alinacaktir.

¥n
3. Potansiyel Fonksiyonlar icin Yapilandirma Formiilii

Bu boliimde, nodal uzunluklar igin elde edilen asimptotik formiil yardimiyla (1) denkleminin potansiyel
fonksiyonlarinin belirgin bir formiilii verilmistir.

Teorem 3.1. q,,(x)eC[0,7], k=13 olsun. Bu durumda, j=jn(x)=max{j:x?<x} olmak iizere

N — oo iken (1)-(3) probleminin potansiyel fonksiyonlari asagidaki bicimdedir:

qkl(x):ZIim(lnk”—llf‘l+£(1—An)], k=13.

;
Ispat. (13) denklemindeki integraller icin ortalama deger teoremi uygulanirsa,
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% o1 1
J_ﬂ_:-'-r;)Zﬂkm Im +O(/13k+1j
veya
S A 1
ﬂ, qm {lnzk Inﬁj +O(Fj (14)
m=0 J N

elde edilir. Burada, A, teorem 2.1 de tanimlanmistir ve (X i X J+1) araliginda en az bir z sayisi vardir ki

[ g (t)dt=q, (2)17 dir

k =1 igin, (14) esitliginden

qo(z):Z(/lnz ﬁ“”} O[ﬁj (15)

]
bulunur ki burada N — o igin

0 (X) = 2|.m[,12 AI”]

nN—o0 .
]

fonksiyonu elde edilir.

Benzer sekilde, k =2i¢in, (14) ve (15) esitliklerinden
Ar 1

0 (2)+4,0(2)=2| 4 - +0| =
e i A

veya

q.(z)= {13 A, o (1 ) +O(Fj (16)

i
bulunur ki burada n — o i¢in

ql(x)=2llilwgo(l3 2 ot (1 /1)]

fonksiyonu elde edilir.

Son olarak, k =3 igin, (14), (15) ve (16) esitliklerinden

o ()0 402 £ (0)7 £ - oo &)

j n

veya

qz(z):Z[ﬂr‘,‘—Af+|%(1—ln)}+0(%j (17)

bulunur ki burada N — 0 i¢in

n—w

o0(2)= 2Iim(/1: Yk +Iﬁn(1—zn)J
]

fonksiyonu elde edilir. Dolayistyla, teorem 3.1 ispatlanir.
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4. Sonuc¢

Matematiksel fizik problemlerinde kismi tiirevli
diferensiyel  denklemlerle  karsilagilmaktadir.
Fiziksel bir siirecin matematiksel bir tanimin
yapmak i¢in bu siireci tek olarak belirleyen bazi
kosullara da ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu kosullara,
baslangi¢ veya sinir kosullar1 denmektedir. Bu tiir
problemler bazi metotlar yardimiyla 6z parametre
iceren adi diferensiyel denklemlere doniistiiriil-
mektedir. Bu denklemlerden biri de Sturm-
Liouville denklemidir. Mevcut ¢alismada, Sturm-
Liouville denklemi birden fazla fonksiyon
icermesi  bakimindan klasik  Sturm-Liouvile
denkleminden farklidir. Buna ek olarak,
problemin sinir kosullarinin birinde 6z parametre
bulunmaktadir. Bu tiir problemler igin ters
problem c¢esitli yontemlerle arastirilmistir. Bu
calismada ise Priifer doniisiimii kullanilmistir. Bu
doniisim yardimiyla, Ozdegerlerin ve nodal
parametrelerin  asimptotik ~ formiilleri  elde
edilmistir. Bu asimptotik formiillerin bilgisiyle,
calismada ele alinan lineer operatoriin bigimi
bulunmustur.
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