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Özet: Karışımlı model yaklaşımı veri kümesinin heterojen bir yapı gösterdiğini varsaymaktadır. Söz konusu
heterojenlikten dolay: veri kümesinde ekstra-varyasyon meydana gelmektedir. Veri kümesi kendiiçerisinde homojen alt
populasyonlara bölünerek, heterojenlik giderilmektedir. Böylece alt populasyonlar içi homojenlik sağlanırken, att
populasyanlar arası heterojenlik ortaya konmaya çalışılır. Kategorik veriler için Karışımlı Poisson ve lojistik regresyon
modelleri kullanılmaktadır. Karışımlı Polsson regresyon sayıma dayalı olarak elde edilen verilerin analizinde, karışımlı

lojistik regresyon ise binary, sıralayıcı ve sınıflayıcı verilerin analizinde kullanılmaktadır. Karışımlı Poisson ve lojistik
regresyon modellerinde parametre tahminleri, EM algoritması kullanılarak en yüksek olabilirlik yöntemi ile elde
edilmektedir. EM algoritmasının, E aşamasında bilinmeyen alt populasyon sayısı eksik gözlem olarak kabul edilip,

bunların sayısı tahmin edilir, M aşamasında ise olabilirlik fonksiyonu maksimize edilip bilinmeyen parametreler en
yüksek olabilirlik yöntemiile elde edilir.

Anahtar kelimeler; Aşırı yayılım, EM algoritması, en yüksek olabilirlik, sayıma dayalı veriler

Investigation of Theoretical Properties of Mixture Poisson and Logistic
Regressions for Categorical Data

Abstract: Mixture model approach assumes that data set has heterogeneous varialion. Extra variation occurs in data

set due to this mentioned heterogeneily. The heterogeneity is solved by dividing the data set into homogeneous sub-
populatlons. By doing thiş, hömegeneliy is obtained ir sub-populations and heterogeneiiy is sitvated among sub-
populationş, Mixture Poisson and logistic regression models are used for categorical data. Mixture Poisson regressioniş
used for ihe analysis of based count data, whereas mixlure logistic regression İs used for ihe analysis of binary, ordinal
and nominal data. Parameter estimations of Mixture Poisson and mixture logistic regresslon models are obtained by
maximum likelihood method using expectation and maximization (EM) algoritms. in E step of EM algorithm, the number
ol unknown sub-populations İs considered as missing observation, and:-their numbers are eslimated. In M slep,.

maximum likelihood estimations of unknown parameters are obtained by maximizing log-likelihood function.

Key Words: Count data, EM algoritim, maximum likelinood, overdispersion

Giriş

Karışımlı modellemede (mixture modelling), veri
kümesinin tek bir populasyondan değil birden fazla alt
populasyondan elde edilmiş heterojen bir yapı gösterdiği
varsayılır. Başka bir deyişle veri kümesi, heterojen bir

populasyon özelliğini göstermektedir. (Breslow, 1992;
Wang ve ark., 1996; Muthen ve Muthen., 2002). Böylece
veri kümesi kendi içerisinde homojen alt populasyonlara
ayrılarak, söz konusu heterojenlik dikkate alınıyor.
Karışımlı mödellerde amaç, gözlenen değişkenlerin kaç alt
populasyona ait olduğunun belirlenmesi ve hangi gözlem
değerinin hangi alt populasyonda bulunması gerektiğine
karar verilmesidir. Alt populasyonlara, gözlenemeyen

sınıflar (latent class) adı verilmektedir (Wang ve ark,,
1998; Muthen ve Mutheân, 2002; Okut ve ark., 2002;
Yeşilova ve Atlıhan, 2007). Dolayısıyla bütün değişkenler
için tek bir parametre tahmini yerine, her alt populasyon

için ayrı parametre tahmini yapılmaktadır (Yeşilova, 2003).
Yani her alt populasyon için parametre tahmin değerleri

değişmektedir. Sınırlı sayıda alt populasyondan oluştuğu
varsayılan overi kümelerinin modellenmesinde sonlu
karışımlı (Finite mixture model) modeller kullanılır.

Karışımlı modeller bütün dağılışlarda kullanıdabilmekte
ve Poisson dağılışında kullanılması durumunda, karışımlı
Poisson model olarak adlandırılmaktadır. Karışık Poisson
regresyon modeli olan karışımlı Poisson regresyon

(Mixture Poisson Reğression-MPR), Poisson dağılımı
gösteren bağımlı değişkende aşırı yayılım olduğu

durumlarda kullanılmaktadır. Aşırı yayılım Poisson
dağılımının, varyansının ortalamasından büyük olması

olarak tanımlanmaktadır. MPR'de, aşırı yayılım genellikle
gözienemeyen heterojenliğin (latent heterogeneity) neden
olduğu bir durumdur.

Kategorik verilerin analizinde kullanılan karışımlı iojistik
regresyon yöntemi (Mixture Logistic regression-MLR),veri
kümesinde ekstra binomiyal varyasyon olduğu durumlarda
kullanılmaktadır (Wang ve ark., 1996; Wang ve ark., 1998;
Wang ve Putterman, 1998; Yeşilova, 2003). Lojistik
regresyonda, gözlenen varyansının beklenen varyansdan
büyük olması aşını yayılım ya da ekstra-binomiyal
varyasyon olarak tanımlanmaktadır (Dean, 1992).

MPR ve MLR yöntemlerinde parametre tahminleri, EM
(Expectation Maximization) ve ON (Ouasi-Newton)

algoritmalarını oO©sas alan tahminleme yöntemleri
kullanılarak elde edilmektedir. EM yaklaşımında, E ve M
aşamalarını kullanarak, bilinmeyen parametre vektörünün
en yüksek olabilirlik (Maximum likelihoçd-MLj) tahminleri
elde edilmektedir. E aşamasında, gözlenmiş veriler
üzerinde koşullu beklenen değerler kullanılarak eksik

verilerin tahmini yapılmaktadır. Burada eksik veriler,
gözlenemeyen (latent) osınıflardır. M aşamasında,
“parametre tahminleri, log olabilirlik fonksiyonun beklenen

değerinin maksimize edilmesi ile elde edilmekledir
(Lambert, 1992; Wang ve ark., 1996; Jansen, 1993;
Dalrymple ve ark., 2003; Yeşilova ve Atlıhan, 2007).

Bu çalışmada, karışımlı Poisson ve karışımlı lojistik
regresyon yöntemlerinin teorik özelliklerinin incelenmesi
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amaçlanmıştır, İlk olarak her iki regresyonailişkin model
tanımlanması ve loğ olabilirlik fonksiyonlarının nasıl elde
edildiği verilmiştir. İkinci aşamada, reyresyon modellerine
ait log olabilirlik fonksiyonları &zerinden, EM algoritması
kullanılarak, bilinmeyen parametrelerin ML tahminlerinin

elde edilmesi incelenmiştir.

Karışımlı (Poisson regresyon modeli (Poisson

regresyonunda model,

E(Y/ | Xi) 2, > exp(X,B) ,iZ1,2,... 0

biçiminde yazılmaktadır (Yeşilova, 2003; SAS,2007;
Yeşilova ve Atlıhan, 2007). Eşitlik 1'de, Poisson

ortalaması (A.) ile ortak değişkenler arasındakiilişki, bir

bağlantı (link) fonksiyonu ile verilmiştir. Karışımlı model
içir kesikli karışım dağılışı,

po) > EP(y/vexp(b')), (2)

biçiminde yazılabilir (Wang ve ark., 1996; Wang ve ark.,

1998). Eşitlik 2'de, B regresyon katsayılarına ait vektörü,

v, gamma dağılımlı tesadüfi etkiyi gösterirken, y, gözlem

değerleri ise v, exp(B'x) ortalamalı Poisson dağılımındarı

elde edilmektedir. Bununla birlikte Eşitlik 2'de K alt
populasyon sayısını ve x,, k'ıncı alt populasyonun

karışma olasılığını gösterir (Wang ve ark., 1996; Wang ve
ark., 1998; Yeşilova, 2003).

YılYımYy, Poisson dağılımına sahip (gözlem

değerlerinden oluşan veri kümesi Rhömojen tek bir
populasyonu (Otemsii (oOetmeyip birden fazla ol

populaşyondan oluşan heterojen bir veri kümesi olabilir,
Başka bir ifade ile veri kümesinde gözlenemeyen alt
populasyonlar bulunabilir. Bu durumda y, değerlerine
ilişkin marjinal olasılık fonksiyonu (Okut ve ark., 2002;

Yeşilova, 2003),

İSERCSKİMY >ylC>)Ey)

şeklinde yazılabilir. Poisson dağılışlı veri setinin, K kadar
alt populasyona ait heterojen bir örnek olması durumunda
Kıncı alt populasyona giren (inci şans değişkeninin

olasılığı,

Ti, 2 Pe, <k)

biçiminde verilebilir. Bu durumda,

olmaktadır. Bütün veriler için log olabilirlik fonksiyonu,

L-> Eca logr, *E z Ci
inika isiksj

log Poly,;/A) (3)

biçiminde verilebilir (Dempster ve ark., 1977; Wang ve
ark., 1998; Wang ve ark., 1998). Eşitlik 3'te, Po, Poisson
dağılımını, C gözlenemeyen gözlemler (alt populasyon

sayısı) olup,

Czfe,, izLZ..n,k21,2..,Kİ

20

Burada c,,

olarak verilebilir.

Cr zİ, cek

Ci, SÜ, diğer durumlarda

Karışımlı Poisson regresyonda aşırı yayılım: Karışımlı
Poisson regresyonun ortalaması ve varyansı (Wang ve
ark., 1996; Wang ve ark., 1998),

E(y)) > B(E(y İK >k)> Em, 4)

Var(Y;) > Ef Var(Y, |K —k)) 4 VarfE(Y, JK —k)) (5)

E K 2 f& z

“İmalEmi (Ena)
biçiminde verilebilir. 4 ve 5 numaralı eşitliklerde varyans

ortalamadan büyük olduğundan dolayı aşırı yayılım söz
konusu olur. Veri setinin heterojen olmadığı veya aşırı
yayılım göstermediği durumlarda, ortalama ile varyans
arasındakiilişki,

E(Y,) > Var(Y;)

ve 5 numaralı eşitlikteki varyans formülünde,

Var(Y,|K -k)-0

olur. Böylece ortalama ile varyans arasındaki eşitlik
sağlanmış olur.

Karışımlı Poisson regresyon için EM algoritması ve en
yüksek olabilirlik yöntemi: Karışımlı Poisson regresyon
modeli için EM algoritmasının aşamaları aşağıdaki gibi
verilebilir (Wang ve ark., 1996; Wang ve ark., 1998;
Dalrymple ve ark., 2003).

Birinci aşamada, 8” ve xibaşlangıç değerleri e ve £,

tolerans değerlerine göre belirlenir.

E aşamasında, B“” ve 7 başlarıgıç değerleri

verildiğinde gözlenmiş veriler (X, Y) ve parametrelerin
başlangıç değerleri üzerinden, C eksik gözlemleri elde

edilir. O, (B'”.x'“) kullanılarak e,'nin kandı unsurunun

koşullu olasılığı,

)7, (y/x.B iiR
rh

19ı

kön SİA k-L2..K (6)js
10)
k

biçiminde verilebilir.
M aşamasında,

isı (8.0) —(ZçZk) 1 izİ2.10

koşullu olasılıkları verilmişkeri, parametre tahminleri, eşitlik

3'te verilen log olabilirlik fonksiyonun B ve x'ye göre

maksimize edilmesi ile,

0-(8.p1B"a) EÇKLY.C.B.p,XYBİ (7)
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0-0,*0,

ve buradan, O,ve O,,

n K

OXXa(“mloglar.) (8)

2,2266)logiy;/A,) (9)

elde edilir. Eşitlik 8 ve 9'da verilen $ ve 2 tahmin

edicileri, ©, ve O,eşitliklerinin

türevlerinir alınasıİle,

ve P'ya göre

iesa (10)
Ön,ik İk

00, &&, dö, .
2p 7Edi SEVU) -0 (11)

biçiminde elde edilir. Eşitlik 10 kullanılarak 7, ,

. la,
Kk, im , ks,K—İ (12)

İyi

biçiminde elde edilmektedir (Wang ve Putterman., 1998;
Wang ve ark., 1996; Wang ve ark., 1998) Yukarıda
verilen eşitlik 11'de kapalı formunun çözümünün Zor
olmasından dolayı, parametre tahminleri için Ouasi-
Newton yaklaşımı kullanılarak E ve M aşamaları,

1. aşamada,B”-(B:,....BP) 1 (a,)

başlangıç değerlerinin e ve e, tolerans değerlerine göre

belirlenmesi,

ve

2. aşamada (E- aşaması), eşitlik 6 kullanılarak

(13)ğ; öge) izLZ..n

değerleri hesaplanılır. G,,'nın hesaplanmasında aşırı

taşmayı engellemek için eşitlik 6'da verilen fonksiyonun
pay paydası, payda toplamının en büyük değerine

bölünür.

3. aşamada (M- aşaması),

a) Eşitlik 10 kullanılarak & parametresinin hesaplanması

b) yarı- Newton algoritması kullanılarak 11 numaralı

eşilliğin çözümünden $ parametresinin hesaplanması.

4. aşamada, aşağıdaki koşullardan en az biri doğru ise,

BB, n“# olur ve 1. asamaya gidilir, aksi durumda
c'ye gidilir.

0 İB-s“jze (14)

2) İz-nze (15)

3) İL(YoK.Ba) -(Y.B)
 (16)Z Eş

6) B parametreleri için, #'ter başlangıç değerleri olarak

alınır ve yarı-Newton algoritması kullanılarak gözlenmiş

L(Y.X.B.x) log olabilirlik fonksiyonu maksimize edilip,

işlem sonlandırılır. (Wang ve ark., 1996,1998; Wang ve
ark., 2001; Dalrymple ve ark., 2002).

Karışımlı lojistik regresyon modeli: Karışımlı lojistik
model için kesikli karışım dağılımı (Wang ve Putterman,
1996), ,

PO)» EB lv/v(Bu) (17)

biçiminde (yazılabilir. Eşitlik 17'de K'ıncı alt

populasyonun karışma olasılığı; y, cevap değişkeni; X,

açıklayıcı değişken vektörü; 6, bilinmeyen parametre
vektörü; v, gamma değılışına sahip tesadüfi bir etki

olmaktadır. Y,, binor dağılış gösterir ve,

Ty

POX,-yı/p) -(Şarap (18)

biçiminde yazılır. Logit bağlantı fonksiyonu,

logitin)—P'x

olarak yazılabilir (Frome ve ark., 1973; SAS,2007). Bütün
veriler için log-olabilirlik fonksiyonu,

UY,X.Bm)-Kc logru, 43pa logbi(y,/B, x) (19)

biçiminde yazılabilir. Eşitlik 19'da bi, binom dağılımını
göstermektedir.

Karışımlı lojistik regresyonda aşırı yayılım: Karışımlı

lojistik regresyon modeli için Y, bağımsız gözlemlerin

ortalaması ve varyansı sırası İle (Wang ve Putterman,

1996),

E(Y) < ECE(Y, |) —n, (Epa) WA;

Var( Y,) - E(Var( Y, |T1,)) — ni, (1— 4) (20)

biçiminde verilebilir. İkili bağımlı değişkenleri arasında

korelasyon olması durumunda gözlenen varyans,

Var(Y,)— E(VarçY, |11,)) 4 Var(E(Y, |71,))

— miCa(1eya|(ln; - 1m, Var( EY, 1T1,))

Si,— &,) 4 (in, — İfa,Var(E(Y, | FLY)

21)

. biçiminde gösterilir ve

21

| ?
Var(E(Y,|71,)) & n; e CT, -fE Cu) )

isl izl

biçiminde yazılabilir. Bu durumda Eşitlik 20'de verileri
beklenen varyans ile Eşitlik 21'de verilen gözlenen
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varyans birbirine eşit değildir. Gözlenen varyans beklenen
varyanstan ya büyük ya da küçük olmaktadır. Gözlenen
varyansın beklenen varyanstarı büyük çıkması aşırı
yayılım olarak adlandırılmaktadır.

Karışımlı lojistik regresyon modeli için EM algoritması
ve en yüksek olabilirlik yöntemi: MLR modeli için EM
algoritmasının aşamaları aşağıdaki gibi verilebilir (Wang
ve Putterman, 1996).

Birinci aşamada, B'““ ve mbaşlangıç değerleri e ve £,

tolerans değerlerine göre belirlenir.

E aşamasında, #“ ve mn” başlangıç değerleri

verildiğinde gözlenmiş veriler (X, Y) ve parametrelerin
başlangıç değerleri üzerinden, C eksik gözlemleri elde

edilir. (8,1) kullanılarak c,'nin k'ıncı unsurunun
koşullu olasılığı,

T,bi(yi/xp )
EN, k— 12.K

> mbily/Kor )
Ör (Bn) (22)

biçiminde verilebilir.
M aşamasında,

fe; (89,0) — (Zi0Ziç) ;iz1,3,...n

koşullu olasılıkları verilmişken, parametre tahminleri, eşitlik

19'da verilen log olabilirlik fonksiyonun B ve x'ye göre

maksimize edilmesi ile,

(8.p1B“9) ELKY.GB.p,YY.K.B,(28)

0-0,40,

ve buradan, O,ve O,,

n

Oz h
i
r

Ca (Br)logla) (24)
k n

O,“ E Ye(Bnİlogbilyi/muza) (25)

>

elde edilir. Eşitlik 24 ve 25'de verilen B ve & tahmin

edicileri, ©, ve OÖ,eşitliklerinin x ve f'ya göre

türevlerinin alınası ile,

İİ0kl. (26)
CI

60,—-0 2738 (27)

biçiminde elde edilir. Eşitlik 26 kullanılarak &, ,

â,-İğa,,k2l.Kİ (28)
Tü

biçiminde elde edilmektedir (Wang ve Putterman., 1998;
Yang ve ark., 1996; Wang ve ark., 1998). Yukarıda

verilen eşitlik 27'de kapalı formunun çözümünün zor
olmasından dolayı, parametre tahminleri için Guasi-
Newton yaklaşımı kullanılarak E ve M aşamaları,

1. aşamada,B“* -(p,..BP) ve

başlangıç değerlerinin g& ve s, tolerans değerlerine göre

belirlenmesi,

(0) fo) (0)7 (ai yere Ti )

2. aşamada (E- aşaması), eşitlik 22 kullanılarak

& -(âpe)i>LZm (29)

değerleri hesaplanılır. G,,'nin hesaplanmasında aşırı

taşmayı engellemek için eşitlik 22'de verilen fonksiyonun

pay paydası, payda toplamının en büyük değerine
bölünür.

3. aşamada (M- aşaması),

a) Eşitlik 26 kullanılarak 7 parametresinin hesaplanması

b) yar- Newton algoritması kullanılarak 27/7 numaralı

eşitliğin çözümünden $ parametresinin hesaplanması.

4, aşamada, aşağıdaki koşullardan en az biri doğru ise,

BI -Â, x”-3 olur ve 1. asamaya gidilir, aksi durumda

c'ye gidilir.

v pb-e“'lze (80)

2) fa-x“İze 81)

3) |L(Y.x.BA)-L(YKR') >, (32)
 

6) B parametreleri için, £'ler başlangıç değerleri olarak

alınır ve yarı-Newton algoritması kullanılarak gözlenmiş

L(Y.X.B.x) log olabilirlik fonksiyonu maksimize edilip,

işlem sonlandırılır. (Wang ve ark., 1996,1998; Wang ve
ark., 2001; Dalrymple ve ark., 2002).

Sonuç: Bağımlı değişkenini kategorik olduğu durumlarda,
uygulanan regresyon yönteminin doğruluğu bakımından,
aşırı yayılımın belirlenmesi büyük önem taşımaktadır. Bu

bağlamda, veri kümesinde aşırı yayılım olduğu durumlarda
karışımlı model yaklaşımı yaygın olarak kullanılmaktadır.
Bu çalışmada, kategorik bağımlı değişkenini
modellenmesinde kullanılan karışımlı Poisson ve karışımlı
lojistik regresyon (Oyöntemlerinin teorik özellikleri

incelenmiştir. Her iki yöntemde, veri kümesinde oluşan
aşırı yayılımı, veri kümesini kendi içerisinde homojen alt
populasyonlara ayırarak gidermektedir.
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