Erzincan Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi

2021, 14(1), 175-181

ISSN: 1307-9085, e-ISSN: 2149-4584
Arastirma Makalesi

Erzincan University

Journal of Science and Technology
2021, 14(1), 175-181

DOI: 10.18185/erzifhed.699158
Research Article

Voronoi Diyagram ve Taksi Diizlemi Uzerine

Ziya AKCA* 2, Ceyda CALIS ®

3Eskisehir Osmangazi Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik-Bilgisayar Boliimii

Eskisehir- Tiirkiye

bTolunay Ozaka Mesleki ve Teknik Anadolu Lisesi, Beypazari-Ankara Tiirkiye

Gelis / Received: 05/03/2020, Kabul / Accepted: 09/03/2021

Oz

Bu caligmada, Voronoi diyagramlari, Fortune Algoritmasi ve Taksi diizlemde Voronoi diyagramlari

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Voronoi diagramlari, Taksi diizlem geometri, Fortune algoritmasi

On The Voronoi Diagram and Taxicab Plane

Abstract

In this work, VVoronoi diagrams, Fortune algorithm and Voronoi diagrams in the Taxicab plane are investigated.

Keywords: Voronoi diagrams, Taxicab geomtry, Fortune algorithm.

1. Giris
Voronoi diyagrami1 1903 yilinda George
Voronoi tarafindan karar uzayini olusturan
verilerin "mozaiklere boliinmesi" olarak
tanimlanan veri parcalama yOntemidir.
Diizlemde n farkli noktaya sahip bir P kiimesi
ele alindiginda bu kiimede yer alan herhangi
bir noktaya kiimedeki diger noktalardan daha
yakin bulunan noktalarin geometrik yerine o
noktanin "Voronoi Cokgeni" denir. P
kiimesindeki tiim noktalarin Voronoi ¢okgen-
lerinin birlesimi ile o kiimenin Voronoi
diyagrami olusur. Bu diyagram en yakin
nokta problemlerinin ¢6ziimii i¢in kullanilan

*Corresponding Author: zakca@ogu.edu.tr

bir yapidir. Voronoi diyagrami hesaplamala-
rinda genellikle Oklidyen diizlemdeki uzaklik
fonksiyonlar1 kullanilmaktadir.

Bir¢cok matematik ¢alismasinda oldugu gibi
Voronoi diyagramlarinin da oldukg¢a genis
uygulama sahasi vardir. Genellikle astrono-
mide gezegen yiizeylerinin incelenmesinde,
cografya ve arkeolojide bolgedeki suyun
akisinin bolge topografyasi iizerine etkisinin
incelenmesinde, yol giizergahlarinin planlan-
masinda, biyolojide baz1 bitkilerin yapisinda,
ziirafanin viicut desenlerinde ve sanatsal
iirlinlerde Voronoi diyagrami ile karsilasil-
maktadir.
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Ornegin, birgok marketin yer aldig1 bir semtte
bliylik bir market zinciri bir subesini agmak
isterse bu marketin acilacagi yer icin yapilan
aragtirmalarda en fazla kazang¢ saglayacak
bolgenin belirlenmesi gerekmektedir. Bu
semt i¢in niifusun diizgiin dagilimli oldugunu
kabul ederek marketin agilacagi yerin dogru
belirlenmesi gerekmektedir. Ciinkii hi¢ bir
yatirim rastgele yapilamaz. Dolayisiyla yeni
acilacak marketin eski marketlerden oldukca
uzaga konumlandirilmas: gerekmektedir.
Bunun i¢in acilacak market i¢in segilecek
bolge, merkezi bu market olan ve icerisinde
baska market bulunmayan en biiyiik ¢cember
bolgesi segilir.

Yani en yakin diger markete olan uzaklik
cemberin yarigapi kadar olmalidir.

Simdi Voronoi diyagramu ile ilgili baz1 temel
kavramlar1 verelim (Fortune, 1987; Horn ve
Weber, 2004; Miu, 2001; Ozbek, 2010;
Toma, 2010; Vassilev ve Eades, 2013).

Oklidyen
Diizlemdeki p;

diizlemde

P=1{p,, Pyus Py )
noktalar kumesi olsun.

noktalar1 ve herhangi bir g noktasi i¢in

de (9, p) <de(g,p;), py P i= ]
kosulunu sagliyorsa g noktas1t p;hiicresi

icindedir denir ve bu yap1 1. dereceden Voroni
Diyagrami olarak adlandirilir. P nin Voronoi
diyagrami Vor(P) ile gosterilir.

2. Voronoi Kenar

Oklidyen diizlemde verilen noktalar kiimesi
P= {pl, S J pn}olsun. Her Voroni kenari
herhangi iki noktaya en yakin ve esit
uzakliktaki noktalarin kiimesinden olusur.
Her Voronoi kenari Vor(p;) ve Vor(p;)

Voronoi hiicrelerini smirlar. Ayni zamanda
Voronoi kenar1 p;ve p;yi birlestiren dogru

parcasinin orta dikmesi tlizerinde bulunmak-
tadir.

3. Voronoi Kosesi

P= {pl, Py pn} noktalar kiimesi verilsin.

Bu kiimeden herhangi doérdii dairesel olmayan
noktalar ele alindiginda bunlardan herhangi
iic noktadan gegen en biiyiik c¢emberin
merkezi bir Voronoi kosesidir. Eger licten
fazla nokta dairesel ise olusan ¢emberin
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kiriglerinin orta dikmelerinin arakesit noktasi
ile bir tane Voronoi kose bulunur.

= [}
4. Voronoi Hiicresi
Oklidyen  diizlemde P ={p,, p,,... P, }

secilen noktalar kiimesi olsun. Herhangi bir
p; noktasini tizerinde bulunduran, Voronoi
kenarlari ile sinirli ya da sinirsiz alt bolgelere
Voronoi  hiicresi  denir.  Hiicrelerinin
birlesmesi ile Voronoi diyagrami olusur. Yani
Oklidyen  diizlemde  noktalar  kiimesi
P={p,P,.P,} iken bu kiimedeki
herhangi iki eleman birbirine en yakin olacak
sekilde diizlemin pargalanmasi ile Voronoi
diyagrami olusturulur.

5. Fortune algoritmasi

Fortune algoritmasi, diizlemdeki noktalar
kiimesinden Voronoi diyagraminin olusturul-
masinda kullanilan bir diizlem
algoritmasidir. Algoritma ilk olarak Steven
Fortune tarafindan "A Sweepline Algorithm
For Voronoi Diagrams" baslikli ¢alismasiyla
yayinlanmigtir (Fortune, 1987). Algoritma bir
tarama c¢izgisi bir de kiy1 ¢izgisinden olusur.
Bu ¢izgiler algoritmanin islemi sirasinda
diizlem boyunca hareket eder.

tarama

Fortune algoritmasinda bir noktanin Voronoi
diyagramin1 hesaplamak i¢in tarama ¢izgisi
kullanilir. Bu ¢izgi diiz bir ¢izgidir ve klasik
olarak diizlemde soldan saga veya yukaridan
asagiya dogru hareket eden bir ¢izgi olarak
diisiiniilebilir. Dikey (veya yatay) c¢izgi
diizlemi siiptiriir. Siipirme sirasinda, nokta
olaylar1 ve ¢ember olaylar1 ile karsilasil-

diginda  gerekli harekete

gegirir.

olay isleyiciyi

Aslinda bir p noktasina ve bir 1 ¢izgisine esit
mesafedeki noktalarin geometrik yeri, odagi p
ve dogrultmant 1 olan bir paraboldiir.
Baslangicta paraboliin genisligi sifirdir. Bu ise
| ye dik bir 1s1indir. Tarama ¢izgisi ilerledikce
paraboliin genisligi artar ve diger noktalar ile
kesisir. Parabollerin kesistikleri noktalara
kirllma (kesme) noktalart denir. Voronoi
diyagramlarinin kenarlar1 bu noktadan gegen
dogrulardir.

Kiy1 ¢izgisi ise tarama ¢izgisinin {stiinde
bir¢ok parabolden olusan karmasik bir egridir.
Tarama ¢izgisinin iistiindeki her nokta i¢in bir
parabol olusur. Kirilma noktalarinda kesisen
bu parabolik yaylarin birlesimi kiy1 ¢izgisini
olusturur.

Taksi geometride trigonometrik fonksiyonlar,
taksi cemberleriyle ilgili Ozellikler, kiire
uzerinde taksi uzaklik, donmeler altinda taksi
uzaklik, koniklerin smiflandirilmas1 gibi
caligmalar (Ak¢a ve Kaya, 1997; Bayar ve
Ekmekei, 2015; Bayar ve Kaya, 2005; Calis,
2019; Ekici vd., 1998; Ekmekgi, 2001; Kaya
vd., 2000; Ozcan vd., 2002) de yapilmistr.

Asagidaki boliimde taksi diizlemde bazi temel
kavramlar verildikten sonra taksi diizlemde
Fortune algoritmasi, taksi diizlemde taksi
parabolleri yardimiyla kiy1 ¢izgisi ve tarama
cizgisi kullanilarak bir taksi Voronoi
diyagrami drnegi verilecektir.
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6. Taksi Diizlemde Voronoi

Diyagramm

Taksi dlizlemde noktalar, dogrular ve ac1
olciilmesi Oklidyen diizlemdeki ile aynidr.
Taksi diizlem geometri kenar — ag1 — kenar
ozelligini saglamadigindan Oklidyen olmayan
bir geometridir. Dolayisiyla uzaklik fonksi-
yonlar1 bu iki geometriyi birbirinden ayirir.
Diizlemde verilen A=(xY,) ve B=(X,Y,)

noktalar1 i¢in A ve B noktalar1 arasindaki

Oklidyen uzaklik

dE(A’ B :\/(Xz _X1)2 +(y2 - yl)2

iken A ve B noktalar1 arasindaki taksi uzaklik
dT (A1 B) = |X2 - X1| +|y2 - Y1|

seklinde tanimlidir.

Y2

9 A

7. Taksi ¢cemberi

Taksi diizlemde bulunan sabit bir noktadan

sabit bir taksi wuzakligindaki noktalarin

geometrik  yeri taksi ¢emberi olarak

adlandirilir. Taksi diizlemindeki sabit nokta

taksi ¢emberinin merkezini, sabit taksi

uzakhigi da taksi ¢emberinin

yarigap

uzunlugunu gosterir.

Analitik diizlemde merkezi M = (a,b)ve

yaricap1 I olan taksi gemberi

C={(x,y):|x-a|+|y-b|=r v X,yeR}

seklinde tanimlidir.

8. Taksi Diizlemde Dogrularin

Siniflandirilmasi

Taksi diizlemde l..ax +by+c =0 dogrusu

verilsin. | dogrusuna,

i-)

>1 ise dikeysel dogru,

i)

<1 ise yataysal dogru,

iii-) ‘%‘ =1 ise ayira¢ dogru

ad1 verilir.

Y

ikeysel dogru
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9. Taksi Diizlemde Bir Noktanin
Dogruya Uzakhg

Taksi duzlemde bir P noktasinin bir |
dogrusuna uzakligi, P nin | dogrusu

uzerindeki noktalara uzakliklarindan en

kii¢iigii olarak tanimlanir.

Bu uzaklik dT(P,I):rQiln{dT(X,P)}

seklindedir.

10. Taksi Diizlemde En Kisa Uzakhk

Kiimesi

Taksi diizlemde herhangi A ve B noktalar

i¢in

d; (A/B)=d; (A X)+d; (X,B)
ozelligindeki tiim X noktalarinin kiimesine en

kisa uzaklik kiimesi denir.
11. Taksi Diizlemde Orta Kiime

Taksi diizlemde herhangi A ve B noktalarina
esit taksi uzakliktaki noktalarin geometrik
yerine A ve B noktalarinin orta kiimesi denir.

Bu kiime

P=(xy): d;(P.A)=d (P.B), x,yeR}

seklinde tanimlidir.

Bu bolimde taksi duzleminde taksi

parabolleri ve taksi orta kiimeleri kullanilarak
bir taksi  Voronoi

diyagrami  Ornegi

verilecektir.

Ornek: Taksi diizlemde odak noktalari

A=(0,4), B=(-4,0) ve C = (4,0) ve dogrultmani
y = -2 olan taksi parabollerinin denklemleri
belirlenerek taksi parabolleri ¢izilir ve kiy1
¢izgisi Olusturulurak taksi Voronoi diyagrami

olusturulur. Bunun ig¢in;
1) Odak noktast A = (0,4) ve dogrultmani
y = -2 olan taksi parabol denklemi
X[ +ly-4[=ly+2]
dir. Bu denklemin ¢6ziimiinden
Xx>0ve y>4icin X =6 dogru pargasi,

X>0ve0<y<4icin Xx-2y = -2 dogru

pargast,
Xx<0vey>4igin X=-6 dogru parcast,

X<0ve0O<y<4igin -X-2y = -2 dogru
pargast elde edilir.

2) Odak noktasi B = (-4,0) ve dogrultmani
y = -2 olan taksi parabol denklemi
[x+4[+ly|=[y+2]
dir. Bu denklemin ¢6ziimiinden
X>-4ve y>0igin X=-2 dogru pargasi,

X>-4ve -2 <y<0 igin x-2y = -2 dogru

pargasi,
X<-4vey=>0i¢in X =-6 dogru pargasi,

X <-4 ve-2<y<0 igin -X-2y = 6 dogru
pargasi elde edilir.
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3) Odak noktasi C = (4,0) ve dogrultmant
y = -2 olan taksi parabol denklemi
[x-4[+ly[=ly+2]
dir. Bu denklemin ¢6ziimiinden
X>4vey>0i¢in X =6 dogru pargasi,

X>4ve-2<y<0icin x-2y = 6 dogru

pargast
X<-4vey=>0i¢in X=2 dogru pargasi,

X <-4 ve-2<y<0i¢in -Xx-2y = -2 dogru
pargasi elde edilir.

Dolayistyla bu denklemlerle olusan taksi
diizlemde odak noktalar1 A, B, C noktalar1 ve
dogrultman1 y = -2 olan taksi parabolleri
cizilip kirilma noktalarinda kesisen bu taksi
parabollerinin birlesimi taksi kiy1 ¢izgisini
olusturur ve olusan taksi kiy1 ¢izgisi asagidaki
gibidir.

Ain, 1)
4

Tarama ¢izgisi iki birim agag1 kaydirildiginda
taksi kiy1 ¢izgisinin ve taksi parabollerinin

durumlarini incelenirse.

O zaman dogrultmani y = -4 dogrusu olmak

uzere odak noktalari

A=(0,4),B=(-4,0)veC=(4,0)olan taksi

parabollerinin denklemleri sirastyla,
X[ *ly-4[=ly+4], |x+4[+ly[=ly+4] ve

[X-4|+|y|=ly+4| dir.  Bu  denklemlerin

¢Ozliimiinden

X =48, x = 0, Xx = £2y, -x-2y = 8 ve x-2y=8
taksi
K=(0,0)

noktasidir. Tarama ¢izgisi agag1 dogru hareket

dogru parcalarindan olusan

parabollerinin  arakesit noktasi
ettirildiginde kenardaki taksi paraboller ortada
bulunan parabol {izerine genisleyerek bir

K=(0,0)

kesisim noktast A, B, C noktalarindan gegen

noktada kesisirler. Dolayisiyla

taksi ¢emberin merkezidir ve bir taksi kose

noktasidir.

JEIEY

00,0}

Dolayisiyla olusan taksi kiy1 ¢izgisi asagidaki
gibidir.
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Al0,1)

LK (0,0) Ci4.0)
i 2 3 } 5 &5 18 3
1
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