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Lucas Sayilar: ve Sonsuz Toeplitz Matrisleri Uzerine Bir Uygulama
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Ozet: Bu calismada oncelikle Lucas sayilarin1 kullanarak regiiler E matrisi olusturuldu. Daha sonra bu

matris yardimiyla X (E) dizi uzay1 tamimlanarak, bu uzayin bir BK-uzay1 oldugu ve X uzayi ile izomorf

oldugu gosterildi. Ayrica, X (E) dizi uzaymin 1< p <oo sarti altinda |p,C ve C, uzaylariyla iliskisi

incelenerek bazi kapsama bagintilar1 verildi.

Anahtar Kelimeler: Lucas sayilari, Regiiler matris, Fibonacci sayilari, Dizi uzay1.

An Application On The Lucas Numbers And Infinite Toeplitz

Matrices

Absrtact: In this paper, we firstly establish the regular matrix E by using Lucas numbers. Then, by
introducing the sequence space X (E) with the help of the matrix E , we show that this space is a BK-space

and isomorphic to the space X . Also, we give some inclusion relations by examining the relationship

between the space X (E) and the spaces | ,C ve C; for 1< p<oo.
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1. GIRIS

Leonardo  Fibonacci,  yazdigt  matematik

kitaplarindan birinde tavsan ¢iftligi olan bir

arkadasiyla ilgili oldugunu iddia ettigi bir
problemi arastiritken kendi admi  verdigi
Fibonacci sayilarin1  bulmustur. Buna gore

Fibonacci say1 dizisi N> 2 olmak iizere asagidaki
sekilde tantmlanmaktadir:

f,=0,f =1 f =f

n n-1

+f

Fibonacci tekrarlama bagintis1 kullanilarak, farkli
baslangi¢ kosullar1 altinda yeni say1 dizileri elde
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edilebilir. Bu say1 dizileri arasinda 6nemli bir yeri
olan ve Fransiz matematik¢i Edward Lucas
tarafindan tanimlanan Lucas say1 dizisi, Fibonacci
say1 dizisinin bir¢ok akrabasindan biridir. Lucas
say1 dizisi, Fibonacci dizisine benzer bir yolla su
sekilde tanimlanmaktadir:

L,=2L=1L,=L, ,+L, ,,n=>2
Buna gore Lucas sayilar sdyle siralanir:

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,...
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Hem Fibonacci hem de Lucas sayi1 dizilerinin
“altin oran” olarak
adlandirilan ve irrasyonel bir sayr olan
1,61803398... sayisina yakinsamaktadir.
Literatiirde bu say1 dizilerinin yer aldigi bir¢ok
kitap bulunmaktadir [1-3].

terimlerinin birbirine orani,

Ayrica bu sayillarin bazi temel oOzellikleri

asagidaki esitliklerle verilebilir [2-3].

Zn:sz =f.f N 2J;Zn:fk =f ,-1Ln>1
k=1 k=1

=Ly L0 =L, -3

k=1 k=1

W, tiim reel degerli dizilerin uzay1 olmak {izere,
W ’nin her bir lineer alt uzayr dizi uzay1 olarak

adlandirilir. n,keN ve X= (Xk ) eW olmak

uizere, @, reel sayilarinin bir sonsuz matrisi
A=(a, ) olsun. VneN igin A (X)=>a,X,
k

serisi yakinsak ise AX= (A1 (X)) yazilir.
Vx=(%)eX igin AX =(A1 (X)) eY ise, bu

takdirde A matrisi X
igerisine bir matris doniisiimii tanimlar ve bu
A: X oY Bu sekilde

tanimlanan tim A matrislerinin sinifi (X ZY) ile

uzayindan Y uzayi

seklinde gosterilir.

temsil edili., A  matrisinin

X,= {X ew: Axe X} seklinde tanimlidir ve bir

tanim  bolgesi

dizi uzayidir. Eger A matrisi liggensel ise X, ve

X uzaylarinin lineer izomorf olduklari, yani
X, = X, kolayca gosterilebilir [4].

Lineer topolojiye sahip bir X dizi
VneN i¢in p,: X —>C,p, (X) =X, seklinde

uzayl,

tanimlanan her bir doniisiimiin siirekli olmasi
halinde, K-uzay1 adini alir. X uzay1 hem K-uzay1
hem de tam lineer metrik uzay ise FK-uzayi
olarak adlandirilir. Bir K-uzayma Banach uzay
olmasi durumunda BK-uzay1 denir [5]. Sirasiyla
sinirlt, yakinsak ve 0’a yakinsak dizilerin uzayi

olan 1_,c,c, uzaylar || =sup,|x,| normuna

gore BK-uzaylaridir. Elemanlarmin p. kuvveti

yakinsak olan |p,1£ p<oo dizi uzayr ise

© Up

||X||p =(Z|Xk|pJ normuna gore bir BK-
k=0

uzayidir.

Bir matrisin tanim bolgesi yardimiyla yeni bir dizi
uzay1 olusturma yaklagimi son zamanlarda g¢esitli
yazarlar tarafindan kullanilmistir. Kara [6],

Fibonacci sayilarmi kullanarak || (F ) A< p<Loo

dizi uzayini tamimlayarak bu uzayin bazi topolojik
ve geometrik Ozelliklerini incelemistir. Kara ve
Basarir [7], Fibonacci sayilar1 yardimiyla yeni bir
regiiler matris olusturmus ve bu matrisin tanim
bolgesini arastirmiglardir. Karakas [8], Fibonacci
sayilarindan olusan bir Toeplitz matrisi kullanarak
klasik dizi uzaylarinin cebirsel ve topolojik
ozelliklerini vermistir. Basarir ve digerleri [9],
bir
yardimiyla CO(F),C(F) uzaylarini tanitarak bazi

Fibonacci dizisiyle olusturulan matris

kapsama bagintilar1 vermiglerdir. Candan ve
Kayaduman [10], genellestirilmis Fibonacci fark
matrisi yardimiyla bir dizi uzay1 tamimlayarak bu
uzayl, iyi bilinen baz1 uzaylarla karsilagtirmiglar
ve tamimladiklar1 uzayin Schauder bazina sahip

olmadigimi gostermislerdir. Alotaibi ve digerleri

[11], |p(F) Fibonacci fark dizi uzaymi

(I.1,(F)). 1< p<oo

karakterize

kullanarak matris

siiflarini ederek sinirli  lineer
operatorlerin normlari i¢in bazi yaklasimlar elde
etmislerdir. Debnath ve Saha [12], yeni bir

Fibonacci regiiler matrisi
C, ( F ) , C( F) A ( F ) uzaylarini olusturmus ve

yardimiyla

bazi cebirsel 6zellikleri incelemislerdir.

Calismanin asil amaci, Lucas sayilar1 yardimiyla
regiiler bir matris olusturmak ve bu matrisin tanim
bolgesini kullanarak yeni bir dizi uzayr elde
ederek, bu uzayin klasik dizi uzaylariyla olan
iligkisini incelemektir.

558




559

Karakas, Karabudak / Cumhuriyet Sci. J., V0l.38-3 (2017) 557-562

2. SONUCLAR

Temel sonuglarimiza gegmeden once, bir matrisin
regiilerligi i¢in gerek ve yeter sartlart veren
Toeplitz teoremini ve BK-uzaylar ile ilgili
Wilansky [13] tarafindan verilen teoremi ifade
edecegiz.

Teorem 2.1. Bir A=(a, )", , sonsuz matrisinin

regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki
tic kosulun saglanmasidir [7, Lemma 2.1]:

i D |a|<M,vn=123,... esitsizligini
k=1
saglayan bir M >0 sayis1 mevcuttur.

i. lima, =0,vk=123,...
nN—oo

ii. m;|ank| =1

Teorem 2.2. X uzayi |||| normuna goére bir
BK - uzay1 olsun. Bu takdirde VXe X; igin

||X||T=||T(X)|| olmak iizere X, bir BK-
uzayidir [13].

Yukaridaki bilgiler 1s181nda;

2
_ha , 1<k<n
L.=1L,L,,+2 (2.1)
0 , k>n
terimlerine  sahip  E=(L, ) ,,  matrisini
tanimlayalim. Bu matrisin terimlerini actigimizda,
L 0 0 0 o 00 ]
LL+2
L L 0 0 0 00 -
LL+2 LL+2
L L L 0 0 00 -
E=|LL+2 LL+2 LlL+2

2 2 2 2

L2 5 L2 5 0 0o .
LL+2 LbL+2 LL+2 LL+2

5 L 5 5 L 90 ..
LL+2 LL+2 LlL+2 LL+2 LlL+2

olup buradan,

1 0 0 0 0 0 0 -]
41 0 0 0 00O
5 5
4 19 0 0 0O
E— 14 14 14
4 1 916 0 0O
30 30 30 30
4 1 9 16 49 .
79 79 79 79 79
elde edilir.
L, =0 ve k>n icin
L, =0(n=1,2,3,...) oldugu, yani Lucas
matrisimizin  tiggensel  oldugu  yukaridan

goriilmektedir. Ustelik Toeplitz teoreminin sartlart
acikca saglanmaktadir. O halde E matrisi bir
Toeplitz matrisi yani regiiler matristir.

Simdi X =(x,)dizisinin E —déniisiimii olarak

adlandiracagimiz y = (Y, ) = E, (X) dizisini

y =) =E(x) =;Z|—i{1xi

2.2
Ll 2 @9

seklinde ve bu doniisiim yardimiyla Lucas dizi
uzayimizi

X(E):{X:(Xk)ew: y=(Y)e X}
olarak tanimlayalim.
Teorem 2.3. X(E) Lucas dizi uzayi;

sup, i+ X €{l,..c.c,}

Ky e, =IEXy =Vl =47 e Vo
¥l ey =IE =¥y (kz‘yk‘,,]pylep;lgpm
=1

normuna gore bir BK-uzayidir.

(2.3)
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Ispat. E matrisimiz iiggensel oldugundan, (2.3)
ve Teorem 2.2 yardimiyla X (E) uzaymm bir

BK-uzay1 oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 2.4. X(E) dizi uzayi
izometrik izomorftur; yani X (E) = X dir.

X uzayma

Ispat. i1k olarak,

1 &,
Z:X(E) > X, x=>Zx=Y, y=(¥)=E(X) = H-H71+2;H71Xi
doniisiimiiniic  gbz Oniine alalim. Buradan

Vxe X(E) igin Zx=y=E(X) € X dir. Ayrica
acik¢a goriilmektedir ki Z doniisiimii lineerdir ve
ZX=0=x=0 dir. Yani Z déniisiimii 1:1 dur.

Simdi y=(y,)eX dizisi verilsin.
X = (X, ) dizisini,

L.L ,+2 Lo,+2
X == LLkill y, -~ G ek (24

esitligiyle tamimlayalim. (2.2) ve (2.4) esitlikleri
yardimiyla
k

Ek(x)_ Lk Lk R 2; —lxl
Lb,+2, Lob,+2
L +ZZIH T yi_l}

ST+ 2)y ~(Laba +2) v

Lk+2

1
=———(L.L ,+2).y, =
LL ., +2 (LLy+2).Y, =Y

elde edilir. Bu E(X) =Y oldugunu gosterir ve
y € X oldugundan E(x) € X buluruz. Bu
takdirde xe X(E) ve Zx=yolur ki bu Z
doniistimiiniin orten

oldugunu  gosterir.

Dolayisiyla X € X (E) i¢in (2.3) esitliginden Z

doniistimiiniin,
|24 = 1Yl =IECOI, =X/ e,

esitligini sagladigi, yani normu koruyan bir
dontisiim oldugu anlasilir. O halde Z dontistimii
bir izometri olup, X (E)ve X uzaylari izometrik
izomorftur.

Teorem 2.5. {Lk}:ll Lucas say1 dizisini goz
1 .
mj@ll I1Se, bu

Lo+

]< oo olur.

(Ao

pozitif reel sayilarin kesin artan bir dizisi, yani

O<A <A <.

Mursaleen ve Noman [14] tarafindan tanimlanan

Ontine alalim. Eger (

e 1
takdirde sup. | L,y —————
pl (k—l; Lk_Lkil +2

Ispat. Teoremi ispat etmek igin, A=

ve 4, — 0,k — coolmak iizere

Aha joken
=(/1‘nk)= ﬂ“n
0, k>n

matrisini kullanacagiz. Burada A =L L ,+2
almrsa A, —4,_, =L,

A ve E matrislerinin esitligi anlamina gelir. E

2
L.L.,+2
oldugu agik¢a goriilmektedir. Benzer durumda A
1
—el

A

elde edilir. Bu ise

matrisinde Wn,k e N° i¢in 0<

matrisi icin, iken

supk( (A —4) i%j o0 oldugu gbz dniine

n=k

alinirsa, matrisi igin

E= ( Lﬁk )n,k:l

1 g
LL,+2) "

oldugu kolayca
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= +2j

goriileceginden  Sup, [Ll

bulunur.

Teorem 2.6. X — X (E)

Ispat. E matrisinin regiiler olmasi nedeniyle
c, cC(E) ve ccc(E)

alahm. O halde |%|<T,VieN

oldugu aciktir.
X=(x)el,
olacak sekilde bir T >0 sabiti mevcuttur. Bu
durumda Vk e N° igin

B (x)]< Zh_l X

'-kl-kl 253

“Li, +2.z'“21

- (LL,+2)=T

L.L ,+2
olur ki bu E(x) el
iken x=(x)el_(E) elde edilir.
Son olarak l<p<oolsun ve Xx=(x)el,

alalim. VK e N°
uygulayarak

12, i
3 _
. Cof {ZLkL“ }

oldugunu gosterir. Boylece
x=(x)el,
Holder

i¢in esitsizligini

k=1 o Lol +2
elde edilir ve buradan
u 1
T =sup, [le j <oo olmak iizere
>

Teorem 2.5’den

x P
”X”IZ(E) ST'le|)(i| :T'”X”::
=

bulunur. O halde x €1, (E) "dir ve 1< p <o icin

I, < 1,(E) bagntis1 saglanr.

Teorem 2.7. X(E) < X.

Ispat. A=Eve A4 =L.L ,+2 oldugu goz
Oniine alinirsa

L...L, +2 2
lim Ana = lim | +li mL
n—>oo/1n n—>oo|_ Ln1+2 n—>oo|_ Ln1+2

bulunur. Béylece Teorem 2.5°den X(E)c X,
Xe {Ip,c,c

saglandig1 goriiliir.

0} , 1<p<oo kapsama bagmtisinin

Son olarak X(E)c X wve

bagintilar agagidaki sonucu verir:

X « X (E)

Sonug 2.8. X (E) = X.
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