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Ozet: Bu makalede, difiizyon operatorlerinin pozitif 6zdegerleri ile asal sayilar arasindaki iliski incelenmistir.
Ayrica, 6zdegerleri, asal sayilarin dagilimini gésteren Coulomb singularitesine sahip bir Sturm-Liouville

problemi onerilmistir.
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Eigenvalues of diffusion operators and Prime numbers

Abstract. In this paper, the relationship between the positive eigenvalues of diffusion operators and prime
numbers is investigated. We also propose a Sturm-Liouville problem with Coulomb singularity that shows

eigenvalues the distribution of prime numbers.
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1. GIRIS
—y"+q(x)y+27N(A) p(x)y =(zN(A))*y (1.1)
y(0)=y1)=0 (1.2)

NA)=A4, N(A) = L veya
InA

A
d
N(A) = li(A) = é (1.3)

0

(1.1)-(1.3) difiizyon operatorlerini ele alalim.
Burada, p(x)ew/'[0,1] ve
q(x) e W [0,1] = L[0,1]. W,"[0,1] fonksiyon

uzayl, x €[0,1] ve (m=0,...,n—1) olmak iizere,
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£ (x) tiirevlerinin mutlak siirekli oldugunu
ve f"(x)e L[0,1] oldugunu
gostermektedir.
li(x) logaritmik integral fonksiyonu,
[1,s.228]’de gosterildigi gibi tanimlanmustir.
A spektral parametredir.  Bu problem,
p(x) =0oldugunda, Dirichlet sinir sarti
iceren klasik Sturm-Liouville problemine
doniismektedir.

N(A)=A iken, (1.1)-(1.2) probleminin
asikar olmayan c¢oziimlerini saglayan A
degerlerine 06zdegerler denilmektedir. [2]
caligmasinda, N(A)=A oldugu durumdaki

problemlerin, ayrik spektruma sahip oldugu
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ve { A, }neZ ., 0zdegerlerinin basit, say1labilir ve
sonlu tanesi digindakilerinin reel oldugu
gosterilmistir.

Bu ¢aligmanin ilk amaci, izleyen teoremleri
ispatlamaktir.

Teorem 1.1. N(A)=1 ve p(x)e W'[0,1]
oldugunda, pozitif 6zdegerleri asal sayilar olan
(1.1)-(1.2) problemi igin g(x) ¢ L[0,1].

Teorem 1.2. N(4)= % ve p(x)eW,T0,1]
n

oldugunda, pozitif 6zdegerleri asal sayilar olan
(1.1)-(1.2) problemi igin g(x) ¢ L[0,1].
Teorem 1.3. N(1) =1li(1) ve p(x)e W'[0,1]
oldugunda, pozitif 6zdegerleri asal sayilar olan
(1.1)-(1.2) problemi igin g(x) ¢ L[0,1].

Bu teoremlerin ispatlari 2. boliimde verilmistir.
Bu ispatlarda, asal say1 teoremi gibi analitik
sayilar teorisinde bilinen bazi sonuglar ve
0zdegerlerin asimptotik ifadeleri kullanilmustir.
[3] calismasinda, “N(A)=A4 ve p(x)=0
oldugunda, 6zdegerleri asal sayilar olan (1.1)-
(1.2) problemi igin g(x) ¢ L[0,1].” ifadesinin
gecerli oldugu gosterilmistir. Teorem 1.1 ile,
[3]’deki bu sonug gelistirilmistir.

[4] calismasinda, “ N(A) = L veya
InA

N(A)=1i(A) ve p(x)=0oldugunda,
Ozdegerleri asal sayilar olan (1.1)-(1.2) problemi
i¢in g(x) ¢ L,[0,1].” ifadelerinin gegerli
olduklar1 ispatlanmigtir. Teorem 1.2 ve Teorem
1.3 ile, [4]’deki bu sonuglar gelistirilmistir.

p,» h. asal say1 ve 7(x) fonksiyonu, p, <Xx

sartin1 saglayan asal sayilarm sayisini gosteren
fonksiyon olsun. 3. boliimde; N(4) =4 ve

p(x) =0 oldugunda, 6zdegerlerinin asimptotik
ifadesinde 7 (n) fonksiyonu olan bir problem

onerilmistir. Onerilen bu problemdeki potansiyel
. 2 .
fonksiyon, g(x)= Ty q,(x) seklinde Coulomb
X

singularitesine sahiptir. Buradaki
q,(x) € L,[0,1].

2. TEOREMLERIN iSPATLARI

Asal say1 teoreminin bir sonucu olarak, 7(x)

i¢in, [5],

im ™ _p im 2y @.1)
X—o© L X—0 ll(X)
In x

asimptotik durumlar gegerlidir. /i(x)

fonksiyonunun, li'den ¢ok daha iyi bir
nx

yaklagim oldugu [6,s.202]’de goriilebilir.
(2.1) ile kolayca

pn .
n(p,)=n-~ e ' n(p,)=n~li(p,) (2.2)
elde edilir.
Diger taraftan N(A4) = A oldugunda, n| — 00igin,
[7, 8 Lemma 3.1],
1
A, =N+ W, +—-+ o(=) 2.3)
nmw n

0zdegerlerin asimptotik durumu gegerlidir.
1

Burada w, = I p(x)dx ve
0

w = [(a)+ PP

0

Teorem 1.1’in Ispati. N(1)= A ve

p(x) e W/'[0,1] olsun.

Pozitif 6zdegerleri asal sayilar olan (1.1)-(1.2)
problemi i¢in, g(x) e L[0,1] var oldugunu kabul
edelim. (2.2)’deki ilk ifade ve (2.3) kullanilarak,

p, ~nlnn (2.4)
1

p,=n +ﬁ+—wl2 +o(—) (2.5)
T N n

ifadeleri bulunur. Buradan, (2.4) ve (2.5)
asimptotik ifadelerinin ¢elistigi goriilebilir.
Gergekten de (2.4) ve (2.5) ile
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) nlnn "
lim =00 bulunur. Boylece
n—w Wo W 1
+—+—>+o(—)
T nr n

ispat tamamlanur.

Teorem 1.2°nin Ispat. N(A) = % ve
n

p(x) e W/'[0,1]olsun.

Pozitif 6zdegerleri asal sayilar olan (1.1)-(1.2)

problemi i¢in, g(x) e L[0,1] var oldugunu kabul

edelim. (2.3) ile,
p

w, 1
T——=nw+w, +—‘+0(;)

(2.6)
Inp, nmw

elde edilir. [9] ¢alismasindaki,
x>32299 igin,
X X 1.8
mT(x)= +
) Inx In*x In’x
esitsizligi kullanilarak,

Lo p=n(p,) >0

Inp
bulunur. (2.6) ile (2.7) ¢elistiginden ispat biter.

2.7)

n

Teorem 1.3’%iin Ispat. k > 0igin,

2() =1 > Y Inlninx ve
Inx

2(0)—1i(x) < InIntn x
Inx

esitsizliklerinin sonsuz sayida x degeri i¢in
saglandigini, Littlewood, [5 ve 10], gdstemistir.
Buradan kolayca [4] de gosterildigi gibi

limsup(r(p,) ~1i(p,)) = +o 2.8)
ve

liminf(z(p,)-1li(p,)) =—© (2.9)
bulunur.

N(A) =1i(A) ve p(x)eW,[0,1]oldugunda,
pozitif 6zdegerleri asal sayilar olan (1.1)-(1.2)
problemi i¢in, g(x) e L[0,1] var oldugunu kabul

edelim.
(2.3)den,

lim(wli(2,) —n7) = [ p(x)dx (2.10)
0

490

elde edilir. (2.10) sonucu, (2.8) ve (2.9) ile gelisir.

Boylece ispat tamamlanir.

Uyar 2.1: H,h € R olmak tizere, (1.2) Dirichlet
smir kosullar1 yerine

y'(0)=hy(0) = y'(1) + Hy(1) =0

genel sinir sartlar alinirsa, ayni1 yontemler ile, bu
teoremlere benzer sonuclar elde edilebilir.

3. COULOMB POTANSIYEL ICIN
OZDEGERLER VE 7(n) SAYILARI

3.1)
(3.2)

2 )
—y"+ (7”+ 7,(x)y =27y
2(0)= y(7) =0

problemini ele alalim. Burada, A bir spektral
parametre ve q,(x) € L,[0,1].

(3.1)-(3.2) probleminin 6zdegerlerinin asimptotik
ifadesi, [11,s.136],

{ln }nZ] i(;in,

Inn w, a
A, =n———+—2+1,
n n o n

(3.3)

seklinde gosterilmistir. Burada, w, bir reel say1
ve a, €l,.

Diger taraftan n > 2 igin, [12, Theorem 4],
1 Inn 1 1 b(n)

.
n nlnn nln“n

m(n) on
3.4
ifadesi gecerlidir. Burada, limb(n) = 3.

(3.3) ve 3.4) ile

=1 ve lim{ﬁ,n —(n— ﬂ(ln))} =0

A
1' __'n
m 1

n f—
7(n)
bulunur. Boylece, 6zdegerleri (veya dzdegerlerin
sonsuz alt kiimesi),

1
A, =n—
()
esitligini saglayan (3.1)-(3.2) problemi elde
edilebilir. Bir bagka ifadeyle, (3.5) esitligini

n—x0

(3.5)
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saglayacak uygun bir g,(x) € L,[0,1] fonksiyon
bulunabilir. Bu durumda, asal sayilarin dagilimim
gosteren 7 (x) fonksiyonuna,

1
T \n)=
(==

seklinde yeni bir yaklasim elde edilebilir.

(3.6)

Uyani 3.1: H,h € R olmak iizere, (3.2)
Dirichlet sinir kosullar1 yerine

y'(0)=hy(0) = y'(z) + Hy(r) = 0

genel sinir sartlar1 alinirsa; [11] ¢aligmasindaki
asimptotikler ile, (3.6)’ya benzer bir yaklagim
verilebilir.

Uyan 3.2 : (3.1) denklemindeki 27 yerine
herhangi 4 € R, almirsa,

[11,s.136]daki 6zdegerlerin

w4,

2n n n n

asimptotik ifadesi ve (3.4) denklemi kullanilarak,
(3.6)’nin yerine

4 1
w(n)=—
() 2r n—-4,

denklemi bulunur.
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