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Özet: Bu makalede, difüzyon operatörlerinin pozitif özdeğerleri ile asal sayılar arasındaki ilişki incelenmiştir. 
Ayrıca, özdeğerleri, asal sayıların dağılımını gösteren Coulomb singularitesine sahip bir Sturm-Liouville 
problemi önerilmiştir. 

Anahtar kelimeler: Ters problem, spektrum, asal sayılar, difüzyon operator, coulomb singularite 

Eigenvalues of diffusion operators and Prime numbers 

Abstract. In this paper, the relationship between the positive eigenvalues of diffusion operators and prime 
numbers is investigated. We also propose a Sturm-Liouville problem with Coulomb singularity that shows 
eigenvalues the distribution of prime numbers. 
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(1.1)-(1.3) difüzyon operatörlerini ele alalım. 
Burada, 1

1( ) [0,1]p x W  ve  
0

1( ) [0,1] [0,1].q x W L   1 [0,1]nW fonksiyon 

uzayı, [0,1]x  ve ( 0,..., 1)m n  olmak üzere,  
     

       ( ) ( )mf x  türevlerinin mutlak sürekli olduğunu       

       ve ( ) ( ) [0,1]nf x L  olduğunu  
       göstermektedir.  
       ( )li x  logaritmik integral fonksiyonu, 

[1,s.228]’de gösterildiği gibi tanımlanmıştır. 
  spektral parametredir.  Bu problem,

( ) 0p x  olduğunda, Dirichlet sınır şartı 
içeren klasik Sturm-Liouville problemine 
dönüşmektedir.  

      ( )N    iken, (1.1)-(1.2) probleminin 
aşikar olmayan çözümlerini sağlayan   
değerlerine özdeğerler denilmektedir. [2] 
çalışmasında, ( )N   olduğu durumdaki 
problemlerin, ayrık spektruma sahip olduğu 
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ve  /0n n
  özdeğerlerinin basit, sayılabilir ve 

sonlu tanesi dışındakilerinin reel olduğu  
gösterilmiştir.  
Bu çalışmanın ilk amacı, izleyen teoremleri  
ispatlamaktır. 
Teorem 1.1.  ( )N    ve 1

1( ) [0,1]p x W   
olduğunda, pozitif özdeğerleri asal sayılar olan  
(1.1)-(1.2) problemi için ( ) [0,1].q x L  

Teorem 1.2.  ( )
ln

N 


  ve 1
1( ) [0,1]p x W   

olduğunda,  pozitif özdeğerleri asal sayılar olan  
(1.1)-(1.2) problemi için ( ) [0,1].q x L  

Teorem 1.3. ( ) ( )N li   ve 1
1( ) [0,1]p x W   

olduğunda, pozitif özdeğerleri asal sayılar olan  
(1.1)-(1.2) problemi için ( ) [0,1].q x L  
 
Bu teoremlerin ispatları 2. bölümde verilmiştir.  
Bu ispatlarda, asal sayı teoremi gibi analitik  
sayılar teorisinde bilinen bazı sonuçlar ve  
özdeğerlerin asimptotik ifadeleri kullanılmıştır. 
[3] çalışmasında, “ ( )N    ve ( ) 0p x   
olduğunda, özdeğerleri asal sayılar olan (1.1)- 
(1.2) problemi için ( ) [0,1].q x L ” ifadesinin  
geçerli olduğu gösterilmiştir. Teorem 1.1 ile,  
[3]’deki bu sonuç geliştirilmiştir. 

[4] çalışmasında, “ ( )
ln

N 


 veya  

( ) ( )N li   ve ( ) 0p x  olduğunda,  
özdeğerleri asal sayılar olan (1.1)-(1.2) problemi  
için 2( ) [0,1].q x L ” ifadelerinin geçerli  
oldukları ispatlanmıştır. Teorem 1.2 ve Teorem  
1.3 ile, [4]’deki bu sonuçlar geliştirilmiştir.         

np , .n  asal sayı ve ( )x fonksiyonu, np x   
şartını sağlayan asal sayıların sayısını gösteren  
fonksiyon olsun. 3. bölümde; ( )N   ve  

( ) 0p x  olduğunda, özdeğerlerinin asimptotik  
ifadesinde ( )n fonksiyonu olan bir problem  
önerilmiştir. Önerilen bu problemdeki potansiyel  

fonksiyon, 1
2( ) ( )q x q x
x


   şeklinde Coulomb  

singularitesine sahiptir. Buradaki   

1 2( ) [0,1].q x L  
 

2. TEOREMLERİN İSPATLARI 

 
 Asal sayı teoreminin bir sonucu olarak, ( )x   
için, [5], 

( )lim 1

ln
x

x
x
x




  ,    
( )lim 1
( )x

x
li x



              (2.1) 

asimptotik durumlar geçerlidir. ( )li x   

fonksiyonunun,  '
ln

x
x

den  çok daha iyi bir  

yaklaşım olduğu  [6,s.202]’de görülebilir.  
 (2.1) ile kolayca 

( )
ln

n
n

n

pp n
p

    ve ( ) ( )n np n li p      (2.2) 

elde edilir. 
Diğer taraftan ( )N   olduğunda, n  için, 

[7, 8 Lemma 3.1], 

1
0

1( )n
wn w o
n n

 


                              (2.3) 

özdeğerlerin asimptotik durumu geçerlidir.  

Burada 
1

0
0

( )w p x dx   ve  

 
1

2
1

0

1 ( ) ( ) .
2

w q x p x dx   

 

Teorem 1.1’in İspatı.  ( )N    ve  
1

1( ) [0,1]p x W  olsun. 
Pozitif özdeğerleri asal sayılar olan (1.1)-(1.2)  
problemi için, ( ) [0,1]q x L  var olduğunu kabul  
edelim. (2.2)’deki ilk ifade ve (2.3) kullanılarak, 

                    lnnp n n                            (2.4) 

0 1
2

1( )n
w wp n o

n n 
                   (2.5)

                            
     
ifadeleri bulunur. Buradan, (2.4) ve (2.5)  
asimptotik ifadelerinin çeliştiği görülebilir.  
Gerçekten de (2.4) ve (2.5) ile    
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0 1
2

lnlim 1( )
n

n n
w wn o

n n 


 
  

 bulunur. Böylece  

ispat tamamlanır. 

Teorem 1.2’nin İspatı.  ( )
ln

N 


  ve  

1
1( ) [0,1]p x W olsun. 

Pozitif özdeğerleri asal sayılar olan (1.1)-(1.2)  
problemi için, ( ) [0,1]q x L  var olduğunu kabul  
edelim.  (2.3) ile, 

1
0

1( )
ln

n

n

p wn w o
p n n

 


                        (2.6)
 

elde edilir. [9] çalışmasındaki,  
32299x   için,

 
 2 3

1.8( )
ln ln ln

x xx
x x x

      
 

eşitsizliği kullanılarak, 

( )
ln

n
n

n

p n p
p

                                 (2.7) 

bulunur. (2.6) ile (2.7) çeliştiğinden ispat biter. 
 
 
Teorem 1.3’ün İspatı.  0k  için, 

( ) ( ) ln ln ln
ln
k xx li x x

x
     ve   

( ) ( ) ln ln ln
ln
k xx li x x

x
    

eşitsizliklerinin sonsuz sayıda x değeri için  
sağlandığını, Littlewood, [5 ve 10], göstemiştir.  
Buradan kolayca [4]’de gösterildiği gibi 
lim sup( ( ) ( ))n nn

p li p


                         (2.8) 

ve 
lim inf( ( ) ( ))n nn

p li p


                          (2.9) 

bulunur.  
( ) ( )N li   ve 1

1( ) [0,1]p x W olduğunda,  
pozitif özdeğerleri asal sayılar olan (1.1)-(1.2)  
problemi için, ( ) [0,1]q x L  var olduğunu kabul  
edelim.  
 (2.3)’den, 

1

0

lim( ( ) ) ( )nn
li n p x dx  


                       (2.10) 

elde edilir. (2.10) sonucu,  (2.8) ve (2.9) ile çelişir.  

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Uyarı 2.1: ,H h  olmak üzere,  (1.2) Dirichlet  
sınır koşulları yerine 

'(0) (0) '(1) (1) 0y hy y Hy     
genel sınır şartları alınırsa, aynı yöntemler ile, bu  
teoremlere benzer sonuçlar elde edilebilir. 
 
3. COULOMB POTANSİYEL İÇİN 

ÖZDEĞERLER VE ( )n  SAYILARI 

 

2
1

2'' ( ( ))y q x y y
x
                           (3.1) 

(0) ( ) 0y y                                          (3.2) 
 
problemini ele alalım. Burada,   bir spektral  
parametre ve 1 2( ) [0,1].q x L  
(3.1)-(3.2) probleminin özdeğerlerinin asimptotik  
ifadesi, [11,s.136],  

  1n n



 için, 

3ln ,n
n

w ann
n n n

                                    (3.3) 

şeklinde gösterilmiştir. Burada, 3w  bir reel sayı  

ve 2.na l    
Diğer taraftan 2n  için,  [12, Theorem 4], 

2

1 ln 1 1 ( ) .
( ) ln ln

n b n
n n n n n n n

                       

(3.4) 
ifadesi geçerlidir. Burada,  lim ( ) 3.

n
b n


   

(3.3) ve (3.4) ile 

 

lim 11
n

n
n

n









 ve  
1lim ( ) 0
( )nn

n
n




 
   

 
 

bulunur. Böylece, özdeğerleri (veya özdeğerlerin  
sonsuz alt kümesi), 

1
( )n n
n




                                                (3.5) 

eşitliğini sağlayan (3.1)-(3.2) problemi elde  
edilebilir. Bir başka ifadeyle,  (3.5) eşitliğini  
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sağlayacak uygun bir 1 2( ) [0,1]q x L fonksiyon  
bulunabilir. Bu durumda, asal sayıların dağılımını  
gösteren ( )x fonksiyonuna,  

1( )
n

n
n







                                            (3.6) 

şeklinde yeni bir yaklaşım elde edilebilir. 
 
Uyarı 3.1:  ,H h  olmak üzere,  (3.2)  
Dirichlet sınır koşulları yerine 

'(0) (0) '( ) ( ) 0y hy y Hy      
genel sınır şartları alınırsa; [11] çalışmasındaki  
asimptotikler ile, (3.6)’ya benzer bir yaklaşım  
verilebilir. 
 
Uyarı 3.2 : (3.1) denklemindeki 2 yerine  
herhangi A    alınırsa,  
[11,s.136]’daki özdeğerlerin 

3ln
2

n
n

w aA nn
n n n




     
asimptotik ifadesi ve  (3.4) denklemi kullanılarak,  
(3.6)’nın yerine  

1( )
2 n

An
n


 




          denklemi bulunur. 
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