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OZET: Kismi diferansiyel denklemler icin baslangig ve/veya sinir deger problemleri, matematiksel fizikte
ortaya ¢ikan bir¢ok somut problemin matematiksel modeli olarak ortaya ¢ikar. Agiktir ki, tim problemler
analitik olarak ¢oziilemez. Bazi durumlarda verilen matematiksel fizik problemi analitik olarak ¢oziilebilir,
ancak kesin ¢dziim kullanimi imkansiz olacak kadar karmasik bir bi¢im alabilir. Bu nedenle, kesin ¢6ziime en
yakin yaklagik ¢6ziimii bulmak i¢in ¢esitli yar1 analitik ve/veya sayisal yontemler gelistirilmistir. Bunlardan
biri, verilen problemin yeterli sayida siireklilik kosuluna ve baslangi¢/sinir kogullarina sahip olmasi kosuluyla,
matematiksel fizikteki genis bir problem sinifina uygulanabilen Sonlu Farklar Yoéntemi (SFY) olarak
adlandirilir. Bu ¢alismada, ana 6zelligi verilen sinir kosullarinin yalnizca tanim alaninin uglarini degil, aymi
zamanda i¢ tekil noktay1 da icermesi olan yeni tiirdeki sinir deger problemlerini (SDP'ler) inceliyoruz. Bu tiir
problemlere smir deger iletim problemleri (SDiP'ler) veya kisaca iletim problemleri (IP'ler) denir. Dogal olarak,
IP'leri ¢dzmek klasik SDP'lerden ¢ok daha zordur. Klasik SFY, dahili tekil noktalarda iletim kosullari
igermeyen problemleri ¢6zmek igin tasarlanmistir. Bu ¢aligmanin temel amaci, yalnizca diizenli SDP'leri degil,
ayni zamanda bazi dahili tekil noktalarda ek iletim kosullarint igeren iki aralikli sinir deger problemlerini
¢ozmek icin klasik SFY'nin yeni bir modifikasyonunu gelistirmektir.

Anahtar Kelimeler — Sonlu farklar yontemi, iletim kosullari, i¢ tekil nokta, iki aralikli sunir deger problemi

Solution of two-interval Boundary Value Tranmission Problems with
Singular Point by Finite Difference Method

ABSTRACT: Initial and/or boundary value problems for partial differential equations arise as mathematical
model of wide class of problems appearing in mathematical physics. Evidently not all problems can be solved
analytically. In some cases the given mathematical physics problem can be solved analytically, but the implicit
form of the exact solution may take such a complex form that it is useless to use. Therefore various semi-
analytical and/or numerical methods are important tools for finding an approximate solution that is closest to
the exact solution. One of them is the so-called Finite Difference Method (FDM) which can be applied to a
wide class of problems in mathematical physics, provided that the given problem has sufficient number of
continuity conditions and initial/boundary conditions. In this paper, we study boundary value problems (BVP's)
of a new type, the main feature of which is that the given boundary conditions (BC's) include not only the ends
of the domain of definition, but also internal singular point. Such problems called boundary value-transmission
problems (BVTP's) or briefly transmission problems (TP's). Naturally, TP's are much more difficult to solve
than classical BVP's. The classical FDM is designed to solve problems without transmission conditions at
internal singular points. The main purpose of this work is to develop a new modification of the classical FDM
for solving not only regular BVP's, but also two-interval boundary value problems that include additional
transmission conditions specified at some internal singular point.

Keywords — Finite difference method, transmission conditions, interior singular point, two-interval boundary
value problem
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1. Giris

Adi ve kismi diferansiyel denklemler, fizik, miihendislik ve diger doga bilimleri dallarinda
bir¢cok problemin matematiksel modeli olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklemlerin ¢ogunun
gercek ¢oziimlerini bulmak ¢ok zor hatta imkansizdir. Bu nedenle Runge-Kutta yontemi,
Galerkin yontemi, Sonlu Farklar yontemi, Diferansiyel Doniisiim ydntemi, Adomian
Ayristirma yontemi, Homotopi Pertiirbasyon yontemi, Varyasyonel Yineleme yontemi vb.
gibi ¢esitli yar1 analitik ve sayisal yontemler, gercek ¢coziimleri bilinmeyen birgok tipte lineer
ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerini bulmak i¢in onemli
araglardir (Ascher ve ark., 1994; Burden ve Faires, 1997; Kincaid ve ark., 2009; LeVeque,
2007).

Sonlu Farklar Yontemi (kisaca SFY), ¢esitli tiirdeki adi ve kismi diferansiyel denklemleri
¢Ozmek i¢in basit ama etkili yontemlerden biridir.

Bu yontem, L. Euler tarafindan adi diferansiyel denklemlerin ¢6zlimiinde kullanilmis ve C.
Runge tarafindan kismi diferansiyel denklemlere genisletilmistir. 1950'lerin baslarindan beri
SFY, fizikteki bazi problemleri sayisal olarak ¢6zmek i¢in kullanilmistir. Bu yontemin ana
fikri, diferansiyel denklemlerde yer alan adi ve kismi tiirevleri, bunlara yaklasan ve sonlu
farklar olarak adlandirilan cebirsel ifadelerle degistirmesidir. Bu ydntemin Onemi
bilgisayarlarin ortaya ¢ikmasiyla daha da artmistir. Daha sonra SFY’nin yakinsamasi ve
verimliligi ile ilgili birgok dnemli teorik sonug elde edilmistir (Kincaid ve ark., 2009; Pandey,
2019).

Tekil noktalara ve ek iletim kosullarina sahip iki aralikli SDP'ler, yiiklii sicimlerin titresmesi
problemlerinin, kirinim problemlerinin, elektrik devresi problemlerinin, 1s1 ve kiitle transferi
problemlerinin ve 1s1l iletim problemlerinin matematiksel modeli olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Bazi tekil noktalarda ek iletim kosullarini iceren SDP'lerin bazi teorik yonleri son yillarda
0zel bir ilgi alan1 olmustur (Aydemir, 2022; Aydemir ve Mukhtarov, 2019, 2021; Cavusoglu
ve Mukhtarov, 2021,2022; Mukhtarov ve ark.,2022; Muhtarov ve Cavusoglu, 2021, 2022;
Olgar ve ark, 2018, 2022; Sen ve Stikonas, 2022; Ugurlu ve Tas, 2021; Yiicel ve
Mukhtarov,2019).

Klasik SFY'nin ek iletim kosullarina sahip iki araliklt SDP'lere dogrudan uygulanamayacagi
aciktir. Bu ¢alismanin ana amaci, Klasik SFY’nin tekil noktalara ve ek iletim kosullarina
sahip iki aralikli SDP'lere de uygulanabilen yeni bir modifikasyonunu gelistirmektir.

2. Ikinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem icin Sonlu Farklar Metodu

SFY adi verilen sayisal yontemin ana fikri, diferansiyel denklemdeki tiirevlerin sonlu
farklarla degistirilmesine dayanmaktadir. Bu yontem uygulandiginda diferansiyel denklem,
bilgisayar tarafindan coziilebilen bir lineer cebirsel denklem sistemine indirgenir. Bunu
aciklamak i¢in

y" +p®y +q®y =f(x), xE€[ab] 1)
ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemi

y@ =a, y(b)=p )

ayrilmis sinir kosullari ile birlikte ele alalm. Burada p(x), q(x) ve f(x) fonksiyonlari [a, b]
araliginda siireklidir ve a, 3 gercek sayilardir.
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(1) — (2) smr deger problemini ayriklastirmak icin [a,b] tanim aralig [xj_l,x]-],
(j =0,1,...,N) seklinde sonlu sayida araliklara boliiniir.
Burada
b—a
N

x;=a+jh, (=01,.,N), h=

Taylor agilimindan yararlanarak
y(xi +h) =y(x;) +y'(x;)h + 0(h?) (3)
esitligi elde edilir. Birinci mertebeden tiirevin ileri sonlu fark yaklagimi

y ( ]) (x}+1) y(xj)

bi¢iminde tanimlanir. Benzer sekilde birinci mertebeden tiirevin geri sonlu fark yaklasimi

y(]) y(xj) y(xj 1)

bigiminde tanimlanur. Ileri ve geri sonlu fark yaklaslmlndan

y(%j41) = y(x-1)
y (xJ ) 2h
biciminde birinci mertebeden tiirevin merkezi sonlu fark yaklasimi elde edilir. ileride

yx+h) —yk)

Dyy(x) =
b ey o YO Y= B
h) — —h
Dyt = LEED =YD .

gosterimlerinden yararlanacagiz. Benzer teknik kullanilarak ikinci tiirev igin

Y (%) ~ %(DU’(%‘) - D—y(xj)) = %(J’(xj +1) = 2y(x) + y(x; - 1)) (6)

sonlu fark yaklagimi bulunur. (5)-(6) sonlu farklar yaklagimlari (1)-(2) sinir deger
probleminde yerine koyarsak verilen sinir deger probleminin asagidaki sonlu fark
yaklasimini elde ederiz.

Yit1 — 2Y; + ¥j-1 N Yj+1 ~Yj-1

h2 pj oh +ij}'=fj, j=1,..,N—-1

Burada y;,p;, q; ve f; gosterimleri sirastyla y(xj),p(xj), q(x]-) ve f (xj) icin kullanilir
Boylece, yq, 1, ---, ¥n degiskenlerine gore asagidaki lineer cebirsel denklem sistemi elde
edilir.

j=12,.,N-1
(2) smur deger kosullart ile

Yo=a Yy=B
elde edilir. Boylece (1)-(2) denklemlerini
AY =B (7)
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matris denklem formunda yazabiliriz. Burada A matrisi ile Y ve B vektorleri asagidaki
bigimdedir.

A_(a”)_i—pih+2 i=j+1

0 [i—j =2
YT = (yl,yz,)I3,---:)’1v—1)

(b)) = 2h%f (x;) 1<i<N-=2

A matrisi tridiagonal oldugundan, Crout veya Cholesky algoritmast ile verimli bir sekilde
¢oziilebilir.

3. Smir Deger Gegis Probleminin Coziimii

(1)-(2) smur deger probleminin x = ¢ iletim noktasinda verilmis

y(c—0) = 6y(c+0) (8)
ve

y'(c—=0)=vyy'(c+0) )

iletim kosullarini da saglayan ¢6ziimiinii arastiralim.

[a, b] tamm araligm x; = a + jh, (j = 0,1,...,N) grid noktalarina gore N esit alt
araliklara bolelim. Burada h = bN;a ag genisligi yani ardisik grid noktalari arasindaki
mesafedir. pj, q; ve f; degerleri x = x; grid noktasinda p,q ve f fonksiyonlarinin
belirtilen sirasiyla data degerleridir. y; ise x; grid noktasinda y(x) ¢oziimiiniin yaklasik
degeridir.

Simdi, sinir-deger-gegis probleminin yo, ¥4, ..., Yn—1, ¥n degerlerinden olusan sayisal
¢Oziimiini hesaplayacagiz.

(2) sinir kosullarindan

Yo=0 Yy =P

esitlikleri elde edilir. Benzer sekilde (8)-(9) iletim kosullarindan

y(c—0) = y(x), y(c+0)=y(xpsr)

y(x) — y(xk—1) , N Y (Xp42) = Y (Xps1)
A , y'(c+0) = o

yaklagik degerleri bulunur. Yeterince biiylik N i¢in ve xj ve x,,q noktalarinda sonlu fark
yaklagimi kullanarak, iletim sartlarindan

y'(c—0)=

1 Y
Vi = 0Yi41s E(J’k - Yk-1) = E Vk+2 — Yie+1)
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elde edilir. Sonug olarak, y;, y,,...,yy bilinmeyenleri igin elde edilen lineer cebirsel
denklemimiz asagidaki bigimde bulunur.

( pih pjh ;
(15 s oyt (15 v =g =12k
< Yj = 0Yj+1 =0 j=k
V-1 F Yt YY1 — YV =0 j=k+1
pih pih .
(1 "7)%-_1 +(=2+q;h%)y; + <1 +’7>y,-+1 =h*fi  j=k+2.,N-1

Bu lineer cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii Matlab/Octave veya Mathematica gibi
programlar kullanilarak bulunabilir.

4. Yontemin Yakinsakhgi

Bir diferansiyel denklemi ¢6zmek i¢in yaklasik yontem uygulandiginda, sayisal ¢6ziimiin
ayrik degerlerinin gergek ¢oziime ne kadar yakin oldugunu bilmek ¢ok 6nemlidir.

Tanmmm 1. Xy, x,, ..., x, grid noktalarinda Y = (Y;,Y5,...,Y,) sonlu fark ¢6ziimiiniin ve
y = (y(x1), y(x3), .., y(xp)) gergek ¢éziimiiniin degerleri olmak iizere

E= (Y1 —y(x1), Y, —y(x2), ., ¥y —}’(xzv)) =Y -y

ifadesine global hata vektorii denir. Amacimiz, bu hata vektoriiniin normu ile ilgili olarak
kabul edilebilir bir iist sinir bulmaktir.

Tanm 2. || E llo= max,<j<n | v; — y(x;) | Ve h = max;<j<p(xi11 — x;) olmak iizere,
eger h > coiken || E ||, sifira yaklasiyorsa sonlu farklar metodu yakinsaktir denir.

5. SFY’nin Smir Deger Iletim Problemlerine Uygulanmasi
Ornek: Simdi
y'=2x—-1y' +(x—1D?*-1)y=0, x€[-11] (10)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini

y(-1D) =0, y()=2 (11)
siir deger kosullart ile ele alalm. N =32 i¢in h = 32—2 vex;=1+1ih, (i=0,1,..,32)
olmak tiizere (11) smr kosullarindan xy = 0, X3, = 2 olmak iizere yo =0, y3, =2

bulunur.
(5)-(6) sonlu fark acilimlari (10) denkleminde yerine yazilarak

(2+2h(x; — 1))yi_y + (=44 2h%((x; — 1)* = 1))y; + (2 — 2h(x; — 1))yiz1 = 0,
i=1.2,..31

bi¢iminde y4,V,,...,y31 degiskenlerine gore lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir.
Lineer cebirsel denklemler sistemi
AY =B
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tridiagonal matris-vektor formunda yazilabilir. Burada

—4 +2h?((x, — 1)2-1) 2—-2h(x; — 1) 0
A= 2+ 2h(2-1) —4+2h%((x, —1)2-1) ... 0
O 0 cee 2 - 2h(X31 - 1)
YT = (Y1, Y2 Y30 ¥31)
ve
BT = (0,0,0,...,4h(X31 - 1) _4‘)
bigimde elde edilir.

Bu sistemin ¢6ziimii MATLAB-Octave kullanilarak elde edildi ve elde edilen sayisal SFY
¢oziimleri, gergek ¢oziim ile grafiksel olarak karsilastirildi (bakiniz, Sekil 1,2,3 ve 4).
Simdi (1)-(2) siur deger problemini

y(07) = 3y(0%), y'(07)=2y'(07) (12)

iletim sartlari ile inceleyecegiz. N = 64 seger ve (12) iletim kosullarin1 uygularsak, o zaman
iki ek cebirsel denklemimiz olur. ys, degeri x = 0'a en yakin noktada hesaplandigi ve x =
0'in solunda kaldig1 i¢in, y5, = y(07) ve benzer sekilde y35 degeri x = 0'a en yakin noktada
hesaplandigi i¢in ve x = 0'in saginda yer aldigi i¢in, y33 =~ y(0%) ile tanimladik. Boylece
(12)’den

Y32 —3y33 =0 (13)

Y30 — VY32 — 2¥33 + 2y35 =0 (14)

esitlikleri elde edilir. (10)-(11) denklem sistemlerine (13)-(14) denklemleri eklenerek,

MY =B
formunda bir lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer cebirsel denklem sisteminin
¢oziimi Octave kullanilarak elde edildi.

6. Bulgular ve Tartisma

Bu kesimde ilk olarak (10)-(11) tek aralikli SDP’nin sonlu fark ¢6ziimii tam ¢oziimle
grafiksel olarak karsilastirilmigtir (bakiniz, Sekil 1,2,3 ve 4), daha sonra ise (10)-(12) sinir
deger iletim probleminin sonlu fark ¢6ziimii ayni1 problemin tam ¢oziimii ile grafiksel olarak
karsilastirilmistir (bakiniz, Sekil 5, 6, 7 ve 8).
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Sekil.1 Problem (10)-(11)’in N=8 i¢in Sekil.2 Problem (10)-(11)’in N=16 i¢in
SFY ¢oziimii ve gercek ¢oziimii SFY¢oziimii ve gercek ¢coziimii

Figure.1 FDM-solution and exact solution Figure.2 FDM-solution and exact

of problem (10)-(11) for N=8 solution of problem (10)-(11) for N=16

Sekil.3 Problem (10)-(11)’in N=32 i¢in Sekil.4 Problem (10)-(11)’in N=64 icin
SFY ¢oziimii ve gercek ¢oziimii SFY ¢oziimii ve gercek ¢oziimii
Figure.3 FDM-solution and exact solution Figure.4 FDM-solution and exact

of problem (10)-(11) for N=32 solution of problem (10)-(11) for N=64
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L] o ‘ © FDM Solution in[-1,0)

Sekil.5 Problem (10)-(12)’in N=8 i¢in
SFY ¢oziimii ve gercek ¢oziimil

Figure.5 FDM-solution and exact solution
of problem (10)-(12) for N=8

0%
1

Sekil.7 Problem (10)-(12)’in N=32 i¢in
SFY ¢6ziimii ve gercek ¢ozimii

Figure.7 FDM-solution and exact solution
of problem (10)-(12) for N=32

7. Sonug¢

Sekil.6 Problem (10)-(12)’in N=16 i¢in
SFY ¢oziimii ve gergek ¢oziimil

Figure.6 FDM-solution and exact solution
of problem (10)-(12) for N=16

Sekil.8 Problem (10)-(12)’in N=64 ig¢in
SFY ¢oziimii ve gergek ¢ozimil

Figure.8 FDM-solution and exact solution
of problem (10)-(12) for N=64

Standart SFY’de N degeri ne kadar biiytik segilirse h adim aralig1 o kadar sifira yaklasacaktir.
Elde edilen A katsayilar matrisi (N — 1) X (N — 1) boyutunda tridiagonal matristir. Boylece
hesaplanan yaklasik ¢oziimler ger¢ek ¢coziime yakinsar.

Arastirdigimiz gegis sartlart iceren sinir deger problemleri icin SFY’de ise A katsayilar
matrisi arttk (N — 1) X (N — 1) boyutunda degil gecis sartlarindan elde edilecek iki adet
denklemle beraber N x N boyutunda olacaktir. Ayrica A matrisi tridiagonal olmayacaktir.

Bu c¢alismamizda SFY literatiirde ilk defa iletim kosullar1 iceren iki aralikli problemlerin
yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in uygulanmistir. Elde edilen sonuglar Sekil 5,6,7,ve 8’de
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grafiksel olarak gosterilmistir. Bdylece SFY’nin iletim sartlar1 iceren SDP’lerine de
uygulanabilirligi esaslandirilmistir.
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