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ÖZET:  

Helis kavramı, mühendislikten fiziğe kadar kapsamlı alanlardaki kullanımları 

nedeniyle diferansiyel geometri için çok önemlidir. Bu araştırmada, dört boyutlu 

Lorentz-Darboux çatısına göre k  ve ( ),k m − tip slant helisler verilmiş ve teoremler 

ispatlanmıştır. 
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ABSTRACT:  

The helix notion is a crucial one for differential geometry due to its comprehensive 

uses in fields ranging from engineering to physics. In this research, k  and ( ),k m −

type slant helices are given according to the four-dimensional Lorentz-Darboux 

frame and theorems are proved. 
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GİRİŞ 

Lorentz-Minkowski uzayındaki alt manifoldlar, çeşitli matematiksel açılardan incelenir ve 

görelilik teorisinde de ilgi çekicidirler. Son yıllarda, singülerlik teorisinin kullanımı önemli ilerlemelere 

yol açmış ve hem Öklid uzaylarında hem de yarı Öklid uzaylarında alt manifoldların singülerliğinin 

sınıflandırılmasına ve karakterizasyonuna odaklanan birçok araştırma yapılmıştır Bruce (1984), Hananoi 

vd. (2015) ve Hayashi vd. (2017). Izumiya ve ark. (2017), De Sitter uzayında uzay- benzeri eğrilerin 

horosferik ve hiperbolik ikili yüzeyleri elde etmiş ve Minkowski uzay-zamanında uzay- benzeri alt 

manifoldlar boyunca hafif hiper yüzeyler bulunmuştur (Izumiya ve ark., 2013). Ayrıca, 3-boyutlu 

Lorentz-Minkowski uzayında zamana benzer bir yüzey üzerindeki eğrilerin sözde küresel normal 

Darboux görüntüleri bulunmuştur (Izumiya ve ark., 2015) ve horosferik düz yüzeyleri (horosferik 

geometri anlamında düz yüzeyler) hiperbolik 3-uzayında araştırılmıştır (Izumiya ve ark., 2010). 

Minkowski uzayında ışık-benzeri noktaların yakınında odak eğrileri kümesi tanımlanmıştır (Nabarro ve 

ark., 2015). 

Sato (2012), 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayında uzay benzeri bir yüzey üzerindeki eğrilerin 

sözde küresel evolütlerini çalışmıştır.  Ali ve ark. (2012), k − tip slant helisler üzerine ve k − tip null 

slant helisleri tanımlamışlardır. Izumiya ve ark. (2021),  Minkowski uzay-zamanında uzay-benzeri bir 

hiper yüzeydeki eğrileri incelemişlerdir.  Bulut ve Bektaş (2020), equiform geometrisinde uzay-benzeri 

eğrilerin k  ve ( ),k m − tip slant helisleri oluşturmuşlardır. Ayrıca, 4-boyutlu Öklid uzayında ilk ( ),k m −

tipi slant helis olarak adlandırılan yeni tip slant helisleri Yilmaz ve Bektaş (2018) tarafından 

tanımlanmıştır. 

Bu çalışmamızın bulgular bölümünde k  ve ( ),k m − tip slant helis teoremleri yeni çatısında 

ispatlanmıştır. 

MATERYAL VE METOT 

Bu çalışmada, Lorentz-Darboux çatısı kullanılarak k  ve ( ),k m − tip slant helisler ile ilgili bazı 

teoremler ispatlanarak orijinal çalışmalar ortaya konulacaktır. Bu çalışmada elde edilen sonuçlar, 

bilimsel çalışmalar için yeni teorilerin literatüre eklenmesi açısından önemlidir. 

Tanım 1.
 

4

1
Minkowski uzayında  1 2 3 4, , ,L L L L  Lorentz-Darboux çatısı ile verilen  birim hızlı bir 

regüler eğri olsun.  bir k − tip slant helis ise 4

1U  sıfırdan farklı bir doğrultu (sabit bir vektör alanı) 

olmak üzere 1 4,  k k c    için ,UkL c  =  sabittir.
 
 

Pseudo-ortonormal çatısı aşağıdaki gibidir: 
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Bu Lorentz-Darboux çatısının türev denklemleri (Izumiya ve ark. 2021)

 

t = 1n gk n k n + ,
 

1 1 2 2nn k t n n   = + + , 
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1 1 2g gn n k t n  = − + , 

2 2 1gn n n  = −  

eşitlikleri ile elde edilir. 

BULGULAR VE TARTIŞMA  

Lorentz-Darboux Çatısına göre k -tip helisler 

Teorem 1.   eğrisi 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısında bir birim hızlı 

eğri olsun.
 

4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısına göre 1- tip slant helis 

yoktur. O halde,
 

4

1
 uzayında pseudo-ortonormal çatısına göre de 1-tip slant helis yoktur. 

İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısı ile verilen 

Frenet eğrisi 1-tip slant helis olmak üzere U  sıfırdan farklı bir doğrultu (vektör alanı) olsun. O halde; 

1,t U c=  ve 1c      

yazılabilir. (1) denkleminin türevi alındığında 

, 0t U =
 

olur. Burada türev denklemleri yazıldığında 

1, 0n gk n k n U + = ,
 

1, , 0n gk n U k n U + =  

elde edilir. Yukarıdaki denklemde 
1 2, ,  , ,  , , ,n U a n U d n U e a d e = = =   olmak üzere, U  

sıfırdan farklı bir doğrultu (vektör alanı) vektörünü yazalım: 

1 1 2U c t an dn en= + + +  

ve 0a d= = olduğundan 

   1 2U c t en= +                                                                                                                                        (2) 

 
 

biçiminde yazılır. (2) denkleminin türevi alındığında ve türev denklemleri yerine yazıldığında: 

1 2U c t en  = + ,

 

( ) ( )1 1 2 1 0n g gU c k n k n e n n   = + + − =

 

eşitliği elde edilir. Buradan 1 0c =  ve 0e =  dır. O halde, 1-tip slant helis yoktur. 

Teorem 2.   eğrisi 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısında bir birim hızlı 

eğri olsun. O halde,
 

4

1
 uzayında pseudo-ortonormal çatısına göre 2-tip slant helis yoktur. 

İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısı ile verilen   

Frenet eğrisi 2-tip slant helis olmak üzere U  sıfırdan farklı bir doğrultu (vektör alanı) olsun. O halde; 
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2,n U c =  ve 2c                                                                                                          (3) 

yazılabilir. (3) denkleminin türevi alındığında 

, 0n U
 =  

olur. Burada türev denklemleri yazıldığında 

1 1 2 2, , , 0nk t U n U n U + + =
 

elde edilir.
 1 2, ,  , ,  , , ,t U a n U d n U e a d e= = =   olmak üzere, U  sıfırdan farklı sabit bir 

doğrultu (vektör alanı) vektörünü yazalım: 

 
2 1 2U at c n dn en= + + +  

0a d e= = =  olduğundan  

2U c n=                    (4) 

elde edilir. (4) denkleminin türevi alındığında ve türev denklemleri yerine yazıldığında 

2U c n = , 

( )2 1 1 2 2 0nU c k t n n  = + + =  

eşitlikleri elde edilir. Buradan 2 0c =  olduğu için 2-tip slant helisin olmadığı ispatlanmış olur. 

Teorem 3.   eğrisi 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısında bir birim hızlı 

eğri olsun.
 
O halde,

 
4

1
 uzayında Lorentz-Darboux çatısına göre 3-tip slant helis yoktur. 

İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısı ile verilen   

Frenet eğrisi 3-tip slant helis olmak üzere U  sıfırdan farklı bir doğrultu (vektör alanı) olsun. O halde 

 
1 3,n U c=  ve 3c                                (5) 

yazılabilir. (5) denkleminin türevi alındığında 

1 , 0n U =  

olur. Burada türev denklemleri yazıldığında aşağıdaki denklem elde edilir: 

1 2, , , 0g gn U k t U n U − + = .
 

2, ,  , ,  , , ,n U a t U b n U d a b d = = =   olmak üzere, U  sıfırdan farklı bir doğrultu (vektör 

alanı) vektörünü yazalım: 
 

3 1 2U bt an c b dn= − + + +   

ve 0a b d= = = olduğundan, 

  3 1U c n=     
                           (6) 

yazabiliriz. (6) denkleminin türevini alıp türev denklemleri yerine yazarsak 

( )3 1 2 0g gU c n k t n  = − + =
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elde edilir. Buradan 3 0c =  olduğu için 3-tip slant helisin olmadığı ispatlanmış olur. 

Teorem 4.   eğrisi 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n

 Lorentz-Darboux çatısında bir birim hızlı 

eğri ise o halde,
 

4

1
 Minkowski uzayında Lorentz-Darboux çatısına göre 4-tip slant helis yoktur. 

İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında Lorentz-Darboux çatısı  1 2,  , ,t n n n  ile verilen   

Frenet eğrisi 4-tip slant helis olmak üzere U  sıfırdan farklı bir doğrultu (vektör alanı) olsun. O halde; 

          2 4,n U c=  ve 4c                            (7) 

yazılabilir. (7) denkleminin türevini alırsak 

2 , 0n U = . 

Burada türev denklemleri yazıldığında aşağıdaki denklem elde edilir: 

2 1, , 0gn U n U − = .
 

1, ,  , ,  ,  , ,n U a t U b n U d ve a b d = = =   olmak üzere, U  sıfırdan farklı bir doğrultu (vektör 

alanı) vektörünü yazalım: 

 
1 4 2U bt an db c n= + + +   

ve 0a d= = olduğundan 

   4 2U bt c n= +                                                                                                     
                                (8) 

yazabiliriz. (8) denkleminin türevini alıp türev denklemleri yerine yazarsak 

4 2U bt c n  = + , 

( ) ( )1 4 2 1 0n g gU b k n k n c n n   = + + − =
 

elde edilir. Buradan 0b =  ve 4 0c =  olduğu için 4-tip slant helisin olmadığı ispatlanmış olur. 

Lorentz-Darboux Çatısına göre ( , )k m -tip helisler 

Teorem 5.   eğrisi 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısına göre ( )1,2 − tip 

slant helis ise o halde, aşağıdaki denklemler elde edilir: 

2
1,

n

g

k c
n U

k

−
= , 

1 1 2
2

2 2

, n n

g

k c k c
n U

k



 

−
= + .

 
Burada 1c  ve 2c  sabitlerdir. 

İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında Lorentz-Darboux çatısı ile verilen   eğrisi ( )1,2 − tip 

slant helis olsun. U  sıfırdan farklı bir doğrultu (vektör alanı) vektörü olmak üzere, 

1,t U c= , 

2,n U c =  

yukarıdaki denklemlerin türevini alalım: 

, 0t U = ,                   (9) 
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, 0n U
 =                  (10) 

(9) denkleminde türev denklemleri yerine yazılırsa 

2 1, 0    n gk c k n U+ =   2
1,

n

g

k c
n U

k

−
=              (11) 

elde edilir. (10) denkleminde türev denklemleri yerine yazılırsa 

1

1 1 2 2, , , 0n

c

k t U n U n U + + =               (12) 

elde edilir. (11) denkleminde bulunan ifade (12) denkleminde yerine yazılırsa  

1 1 2
2

2 2

, n n

g

k c k c
n U

k



 

−
= +  

elde edilir, böylece ispat tamamlanmış olur.
 Teorem 6.    eğrisi 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısına göre ( )1,3 − tip 

slant helis ise o halde, aşağıdaki denklemler elde edilir: 

3
,

g

n

k c
n U

k


−
= ,

 

1 3 1

2 ,
g g

g n g

k c k c
n U

k



 
= + .

 
Burada 1c  ve 3c  sabitlerdir. 

İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında Lorentz-Darboux çatısı ile verilen   eğrisi ( )1,3 − tip 

slant helis olsun. U  sıfırdan farklı sabit bir doğrultu (vektör alanı) vektörü olmak üzere, 

1,t U c= , 

1 3,n U c=  

sabitlerdir. Yukarıdaki denklemlerin türevini alalım: 

, 0t U =                  (13) 

1, 0n U =                  (14) 

buradan (13) ve (14) denklemlerinde türev denklemleri yerine yazılırsa 

3

1, , 0n g

c

k n U k n U + =  ,               (15) 

1

1 2, , , 0g g

c

n U k t U n U − + =               (16) 

(15) deki denklemde gerekli işlemler yapıldıktan sonra 

 
3

,
g

n

k c
n U

k


−
=                                      (17) 

elde edilir. (17) denkleminde bulunan ifade (16) denkleminde yerine yazılırsa 
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1 3 1

2 ,
g g

g n g

k c k c
n U

k



 
= +

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 7.  4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısına göre ( )1,4 − tip slant helis 

yoktur. 

İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n

 Lorentz-Darboux çatısı ile verilen   

eğrisi ( )1,4 − tip slant helis olsun. 4

1U   sıfırdan farklı sabit vektör alanı olmak üzere, 

1,t U c= , 

2 4,n U c=  

sabitlerdir. Yukarıdaki denklemlerin türevini alalım: 

, 0t U = ,                (18) 

2 , 0n U = .                 (19) 

Buradan (18) ve (19) denklemlerinde türev denklemleri yerine yazılırsa 

1, , 0n gk n U k n U + = , 

2 1, , 0gn U n U − =  

elde edilir ve gerekli işlemler yapıldıktan sonra ,n U   ve  1,n U  ifadeleri sıfır çıkacağından ( )1,4 −

tip slant helis yoktur.  

Teorem 8. 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısına göre ( )2,3 − tip slant helis 

yoktur. 

İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısı ile verilen   

eğrisi ( )2,3 − tip slant helis olsun. 4

1U   sıfırdan farklı sabit vektör alanı olmak üzere, 

2,n U c = ,                                        

1 3,n U c=  

yazılabilir. Yukarıdaki denklemlerin türevini alırsak: 

, 0n U
 = ,                                                                                                                                          (20) 

1, 0n U =                                                                                                                                              (21) 

elde edilir. Buradan (20) ve (21) denklemlerinde türev denklemleri yerine yazılırsa: 

3

1 1 2 2, , , 0n

c

k t U n U n U + + = , 

2

1 2, , , 0g g

c

n U k t U n U − + =  

elde edilir ve gerekli işlemler yapıldıktan sonra ,t U  ve 2 ,n U  ifadeleri sıfır çıkacağından o halde 

( )2,3 − tip slant helis yoktur. 
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Teorem 9.    eğrisi 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısına göre ( )2,4 − tip 

slant helis ise o halde, aşağıdaki denklemler elde edilir: 

1 2 2 2 4,
n g n

c c
t U

k k

  


= − − ,

 

2 2
1,

g

c
n U




= .

 

Burada 2c  ve 4c  sabitlerdir. 

İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında Lorentz-Darboux çatısı ile verilen   eğrisi ( )2,4 − tip 

slant helis olsun. U  sıfırdan farklı sabit bir doğrultu (vektör alanı) olmak üzere, 

2,n U c = , 

2 4,n U c=  

yazılabilir. Yukarıdaki denklemlerin türevini alırsak: 

, 0n U
 = ,                 (22) 

2 , 0n U =                  (23) 

elde edilir. Buradan (22) ve (23) denklemlerinde türev denklemleri yerine yazılırsa: 

4

1 1 2 2, , , 0n

c

k t U n U n U + + =  ,              (24) 

2

2 1, , 0g

c

n U n U − =                (25) 

elde edilir. (25) denkleminde gerekli işlemler yapıldıktan sonra 

2 2
1,

g

c
n U




=                  (26) 

ve (26) denklemi (24) denkleminde yerine yazılırsa  

1 2 2 2 4,
n g n

c c
t U

k k

  


= − −

 
elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 10.
  
  eğrisi 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısına göre ( )3,4 −

tip slant helis ise o halde, aşağıdaki denklemler elde edilir: 

3

2

,
gc

n U




= ,

 

4 1 3

2

,
g g

g g

c c
t U

k k

  


= + .

 

Burada 3c  ve 4c  sabitlerdir. 
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İspat. Kabul edelim ki 4

1
 Minkowski uzayında  1 2,  , ,t n n n  Lorentz-Darboux çatısı ile verilen   

eğrisi ( )3,4 − tip slant helis olsun. U  sıfırdan farklı sabit bir doğrultu (vektör alanı) olmak üzere, 

1 3,n U c= , 

2 4,n U c=  

yazılabilir. Yukarıdaki denklemlerin türevini alırsak: 

1, 0n U = ,                 (27) 

2 , 0n U =                  (28) 

elde edilir. Buradan (27) ve (28) denklemlerinde türev denklemleri yerine yazılırsa: 

4

1 2, , , 0g g

c

n U k t U n U − + =                 29) 

3

2 1, , 0g

c

n U n U − =                (30) 

elde edilir. (30) denkleminde gerekli işlemler yapıldıktan sonra 

3

2

,
gc

n U




=                                                                                                                                       (31) 

ve (31) denklemi (29) denkleminde yerine yazılırsa  
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

SONUÇ 

Bu çalışmada daha önce farklı uzaylarda farklı çatılar üzerine yapılmış bazı çalışmalar incelenmiş 

ve bu çalışmalar daha ileri bir noktaya taşınmıştır. Ancak bu çalışmada, Minkowski 4-uzayında bulunan 

spacelike ve timelike hiper-düzlemler üzerinde eğriler ile ilgili teoremler ve önermeler verilmiştir. Bu 

uzayda Frenet vektörleri ile verilen Lorentz-Darboux çatısı kullanılarak, bazı özel slant helisleri elde 

edilmiştir.  
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