Igdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 13(2), 1237-1246, 2023
Journal of the Institute of Science and Technology, 13(2), 1237-1246, 2023

ISSN: 2146-0574, elSSN: 2536-4618
Matematik / Mathematics DOI: 10.21597/jist.1205226

Arastirma Makalesi / Research Article
Gelis tarihi / Received: 15.11.2022 Kabul tarihi / Accepted: 18.01.2023
Atif icin: Bulut, F. ve Eker, A. (2023). Lorentz-Darboux Catisina Gore k Ve (k,m)-tip Slant Helisler.
Isdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 13(2), 1237-1246.
To Cite: Bulut, F. & Eker, A. (2023). k and (k,m)-type Slant Helices According to the Lorentz-Darboux
Frame. Journal of the Institute of Science and Technology, 13(2), 1237-1246.

Lorentz-Darboux Catisina Gore k ve (k,m)— tip Slant Helisler
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* k ve (k,m)-tip

_ Helis kavrami, miihendislikten fizige kadar kapsamli alanlardaki kullanimlari
slant helisler nedeniyle diferansiyel geometri i¢in ¢ok onemlidir. Bu arastirmada, dort boyutlu

Lorentz-Darboux ¢atisina gore k ve (k,m)-tip slant helisler verilmis ve teoremler
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°  kand The helix notion is a crucial one for differential geometry due to its comprehensive
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slant helices type slant helices are given according to the four-dimensional Lorentz-Darboux
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GIRIS

Lorentz-Minkowski uzayindaki alt manifoldlar, ¢esitli matematiksel acilardan incelenir ve
gorelilik teorisinde de ilgi ¢ekicidirler. Son yillarda, singiilerlik teorisinin kullanimi 6nemli ilerlemelere
yol agmis ve hem Oklid uzaylarinda hem de yar1 Oklid uzaylarinda alt manifoldlarin singiilerliginin
siniflandirilmasina ve karakterizasyonuna odaklanan birgok arastirma yapilmistir Bruce (1984), Hananoi
vd. (2015) ve Hayashi vd. (2017). Izumiya ve ark. (2017), De Sitter uzayinda uzay- benzeri egrilerin
horosferik ve hiperbolik ikili yiizeyleri elde etmis ve Minkowski uzay-zamaninda uzay- benzeri alt
manifoldlar boyunca hafif hiper yiizeyler bulunmustur (Izumiya ve ark., 2013). Ayrica, 3-boyutlu
Lorentz-Minkowski uzayinda zamana benzer bir yiizey iizerindeki egrilerin sozde kiiresel normal
Darboux goriintiileri bulunmustur (Izumiya ve ark., 2015) ve horosferik diiz yiizeyleri (horosferik
geometri anlaminda diiz yiizeyler) hiperbolik 3-uzayinda arastirilmistir (Izumiya ve ark., 2010).
Minkowski uzayinda 1sik-benzeri noktalarin yakininda odak egrileri kiimesi tanimlanmistir (Nabarro ve
ark., 2015).

Sato (2012), 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda uzay benzeri bir yiizey lizerindeki egrilerin
sozde kiiresel evoliitlerini ¢alismigtir.  Ali ve ark. (2012), k —tip slant helisler tizerine ve Kk —tip null
slant helisleri tanimlamiglardir. Izumiya ve ark. (2021), Minkowski uzay-zamaninda uzay-benzeri bir
hiper yiizeydeki egrileri incelemislerdir. Bulut ve Bektas (2020), equiform geometrisinde uzay-benzeri
egrilerin k ve (k,m)—tip slant helisleri olusturmuslardir. Ayrica, 4-boyutlu Oklid uzaymnda ilk (k,m)—

tipi slant helis olarak adlandirilan yeni tip slant helisleri Yilmaz ve Bektas (2018) tarafindan
tanimlanmustir.

Bu ¢alismamizin bulgular boliimiinde k ve (k,m)—tip slant helis teoremleri yeni catisinda

ispatlanmugtir.

MATERYAL VE METOT

Bu ¢alismada, Lorentz-Darboux ¢atist kullanilarak k ve (k,m)—tip slant helisler ile ilgili baz1

teoremler ispatlanarak orijinal ¢aligmalar ortaya konulacaktir. Bu caligmada elde edilen sonuglar,
bilimsel ¢aligsmalar i¢in yeni teorilerin literatiire eklenmesi agisindan énemlidir.

Tamm 1. [1 ] Minkowski uzaymnda {L,,L,,L;,L,} Lorentz-Darboux catis1 ile verilen o birim hizl bir
regiiler egri olsun. & bir k —tip slant helis ise U (17 sifirdan farkli bir dogrultu (sabit bir vektor alani)
olmak tizere 1<k <4, k = ¢ i¢in (L ,U) = sabittir.

Pseudo-ortonormal ¢atis1 agagidaki gibidir:

—’

[t 0 k, k, O] [t
n, _ K, 0] T, 7, _ n,
n, _kg 21 0 Ty n,

' n, | i 0] T, —T, O_ | n, |

Bu Lorentz-Darboux gatisinin tiirev denklemleri (Izumiya ve ark. 2021)
t'=kn, +kn,

’
n =kt+zn +z,n,,
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n =zn, —kt+z,n,,

n, =z,n, —7,n
esitlikleri ile elde edilir.
BULGULAR VE TARTISMA

Lorentz-Darboux Catisina gore K -tip helisler
Teorem 1. a egrisi [ ‘l‘ Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux catisinda bir birim hizli

egri olsun. [17 Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux ¢atisina gore 1- tip slant helis
yoktur. O halde, [1; uzayinda pseudo-ortonormal ¢atisina gére de 1-tip slant helis yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki [] 1 Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux catisi ile verilen «

Frenet egrisi 1-tip slant helis olmak tizere U sifirdan farkli bir dogrultu (vektor alani) olsun. O halde;
(tU)=c ve c el

yazilabilir. (1) denkleminin tiirevi alindiginda
(t\u)=0

olur. Burada tiirev denklemleri yazildiginda
(k,n, +k;n,U) =0,

k,(n,,U)+ky(n,U)=0

elde edilir. Yukandaki denklemde (n,,U)=a, (n,U)=d, (n,U)=e a,d,ecl) olmak iizere, U
stfirdan farkli bir dogrultu (vektor alani) vektoriinii yazalim:

U=ct+an, +dn +en,

ve a=0 =0 oldugundan
U=ct+en, (2)

biciminde yazilir. (2) denkleminin tiirevi alindiginda ve tiirev denklemleri yerine yazildiginda:
U'=ct'+en,,

U'=c (k,n, +kn )+e(z,n, —z,n)=0

esitligi elde edilir. Buradan ¢, =0 ve e =0 dir. O halde, 1-tip slant helis yoktur.

Teorem 2. o egrisi [ ‘l' Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux ¢atisinda bir birim hizli
egri olsun. O halde, [] ;] uzayimnda pseudo-ortonormal ¢atisina gére 2-tip slant helis yoktur.

ispat. Kabul edelim ki [] ‘1‘ Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux c¢atisi ile verilen «

Frenet egrisi 2-tip slant helis olmak tizere U sifirdan farkli bir dogrultu (vektor alani) olsun. O halde;
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(n,U)=c, ve c, el 3)
yazilabilir. (3) denkleminin tiirevi alindiginda
(n,U)=0
olur. Burada tiirev denklemleri yazildiginda
k,(tU)+7,(n,U)+7,(n,U)=0

elde edilir. <t,U>:a, <nl,U>:d, <n2,U>:e a,d,eel] olmak tlizere, U sifirdan farkli sabit bir

dogrultu (vektor alani) vektoriinii yazalim:
U=at+c,n, +dn +en,

a=d=e=0 oldugundan

U=cn, (4)
elde edilir. (4) denkleminin tiirevi alindiginda ve tiirev denklemleri yerine yazildiginda

U'=c,n’,

U'=c,(kt+zn+7,n,)=0

esitlikleri elde edilir. Buradan ¢, =0 oldugu i¢in 2-tip slant helisin olmadig: ispatlanmais olur.

Teorem 3. o egrisi [1] Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux ¢atisinda bir birim hizli
egri olsun. O halde, [] ] uzaymda Lorentz-Darboux ¢atisina gore 3-tip slant helis yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki [ { Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux catisi ile verilen «

Frenet egrisi 3-tip slant helis olmak tizere U sifirdan farkli bir dogrultu (vektdr alani) olsun. O halde
(n,U)=c, ve ¢, el (5)
yazilabilir. (5) denkleminin tiirevi alindiginda

<nl' U > =0

olur. Burada tiirev denklemleri yazildiginda asagidaki denklem elde edilir:

7,(n,U) -k, (tU)+7,(n,,U) =0.

<ny,U > =a, (tU)=b, (n,,U)=d ab,del) olmak iizere, U sifirdan farkli bir dogrultu (vektor

alan1) vektoriinii yazalim:
U =-bt+an, +cb +dn,

ve @a=b=d =0 oldugundan,

U =c;n ©)
yazabiliriz. (6) denkleminin tiirevini alip tiirev denklemleri yerine yazarsak

U'=c¢,(zn, -k t+7,n,)=0
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elde edilir. Buradan ¢, =0 oldugu i¢in 3-tip slant helisin olmadig ispatlanmis olur.

Teorem 4. o egrisi [ ‘l' Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux catisinda bir birim hizli
egri ise o halde, [1] Minkowski uzayinda Lorentz-Darboux ¢atisina gore 4-tip slant helis yoktur.
Ispat. Kabul edelim ki [J T Minkowski uzaymnda Lorentz-Darboux g¢atis {t, n,n, nz} ile verilen «
Frenet egrisi 4-tip slant helis olmak {izere U sifirdan farkli bir dogrultu (vektor alani) olsun. O halde;
(n,,U)=c, ve c, el (7
yazilabilir. (7) denkleminin tlirevini alirsak

(n,,U)=0.

Burada tiirev denklemleri yazildiginda asagidaki denklem elde edilir:

7,(n,,U)—7,(n,U)=0.

<ny,U> =a, (tU)=b, (n,U)=d ve a,b,d e[l olmak iizere, U sifirdan farkli bir dogrultu (vektdr
alan1) vektoriinii yazalim:

U=bt+an +db +c,n,

ve a=0 =0 oldugundan

U =bt+c,n, ®)
yazabiliriz. (8) denkleminin tiirevini alip tiirev denklemleri yerine yazarsak

U’'=bt'+c,n,,

U'= b(knny + kgnl)+c4(r2ny —rgnl) =0

elde edilir. Buradan b =0 ve ¢, =0 oldugu i¢in 4-tip slant helisin olmadig: ispatlanmis olur.

Lorentz-Darboux Catisina gore (k,m)-tip helisler
Teorem 5. « egrisi [1; Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux catisina gore (1,2)—tip
slant helis ise o halde, asagidaki denklemler elde edilir:

-k c
,U — n 2,
<n1 > k

9

—k.c, 7k,
,U — n 1"'n™2 .
<n2 > 7, i Tzkg

Burada c, ve c, sabitlerdir.

Ispat. Kabul edelim ki (1 } Minkowski uzayinda Lorentz-Darboux catist ile verilen o egrisi (1, 2)— tip
slant helis olsun. U sifirdan farkli bir dogrultu (vektor alani) vektorii olmak tizere,

(tU)=c,

(n,U)=c,

yukaridaki denklemlerin tlirevini alalim:

(t\u)=0, (©)
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<n; U > =0 (10)
(9) denkleminde tiirev denklemleri yerine yazilirsa
—k.c
ke, +k, (n,U)=0 = (n,U)=—22 (12)
g
elde edilir. (10) denkleminde tiirev denklemleri yerine yazilirsa
kn<t’U>+71<n1'U>+Tz<n2'U>:0 (12)

G

elde edilir. (11) denkleminde bulunan ifade (12) denkleminde yerine yazilirsa
—k k,C
<n2,U>= nC1+Tl n-2
7, z‘zkg
elde edilir, boylece ispat tamamlanmais olur.
Teorem 6. « egrisi [J; Minkowski uzayinda {t, n,n, n2} Lorentz-Darboux catisina gore (1, 3) —tip

slant helis ise o halde, asagidaki denklemler elde edilir:

<n7’U>:%'

n
_ K, 7:Cs s K,C,
Tk, 7

(n.,U)

Burada c, ve c, sabitlerdir.
Ispat. Kabul edelim ki [1 7 Minkowski uzayinda Lorentz-Darboux ¢atist ile verilen « egrisi (1,3)—tip

slant helis olsun. U sifirdan farkli sabit bir dogrultu (vektor alani) vektorii olmak tizere,
(tU)=c,

(n,U)=c,

sabitlerdir. Yukaridaki denklemlerin tiirevini alalim:

(t\u)=0 (13)

(n,U)=0 (14)

buradan (13) ve (14) denklemlerinde tiirev denklemleri yerine yazilirsa

ky(n,,U)+k,(n,U)=0, (15)

C.

7,(n,U) =k, (tU)+7,(n,U)=0 (16)

G

(15) deki denklemde gerekli islemler yapildiktan sonra

(n U>=ﬁ (17)

elde edilir. (17) denkleminde bulunan ifade (16) denkleminde yerine yazilirsa
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K,7.Cs s K,C,

’U =
(V) Tk, 7,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.
Teorem 7. [17 Minkowski uzayinda {t, n,,n, nz} Lorentz-Darboux ¢atisina gore (1, 4)— tip slant helis

yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki [J ‘1‘ Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux catisi ile verilen o
egrisi (1, 4) —tip slant helis olsun. U €[]} sifirdan farkl sabit vektor alani olmak iizere,

(tU)=c,

(n,,U)=c,

sabitlerdir. Yukaridaki denklemlerin tiirevini alalim:

(t\u)=0, (18)
(n,,U)=0. (19)

Buradan (18) ve (19) denklemlerinde tiirev denklemleri yerine yazilirsa

k,(n,,U)+k,(n,U)=0,

7,(n,U)—7,(n,U)=0

elde edilir ve gerekli islemler yapildiktan sonra <ny,U> ve <n1,U > ifadeleri sifir ¢ikacagindan (1, 4) -

tip slant helis yoktur.
Teorem 8. [J ‘1‘ Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux catisina gore (2,3)—tip slant helis

yoktur.
Ispat. Kabul edelim ki [] 1 Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux catisi ile verilen «

egrisi (2,3) —tip slant helis olsun. U e[] | sifirdan farkli sabit vektor alani olmak iizere,

(n,U)=c,,

(n,U)=c,

yazilabilir. Yukaridaki denklemlerin tiirevini alirsak:

(n,U)=0, (20)
(n,U)=0 (21)

elde edilir. Buradan (20) ve (21) denklemlerinde tiirev denklemleri yerine yazilirsa:
k,(tU)+7,(n,U)+7,(n,U)=0,
C

7,(n,U)—k, (tU)+z,(n,U)

%/_/
C

0

elde edilir ve gerekli islemler yapildiktan sonra <t,U> ve <n2,U> ifadeleri sifir ¢ikacagindan o halde
(2,3)—tip slant helis yoktur.

1243



Fatma BULUT ve Alisami EKER 13(2), 1237-1246, 2023
Lorentz-Darboux Catisina Gore k ve (k,m)— tip Slant Helisler

Teorem 9. « egrisi [J; Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux ¢atisina gore (2,4)—tip

slant helis ise o halde, asagidaki denklemler elde edilir:
(t U> __nnt Tt
’ Kz, K,

n

7.C
U=l
(n,U) 7,

Burada c, ve c, sabitlerdir.

Ispat. Kabul edelim ki [ § Minkowski uzaymnda Lorentz-Darboux catist ile verilen « egrisi ( 2, 4) —tip
slant helis olsun. U sifirdan farkli sabit bir dogrultu (vektor alani) olmak iizere,

(n,U)=c,,

(n,,U)=c,

yazilabilir. Yukaridaki denklemlerin tiirevini alirsak:

(m,U)=0, (22)

(n,,U)=0 (23)

elde edilir. Buradan (22) ve (23) denklemlerinde tiirev denklemleri yerine yazilirsa:

k,(tU)+7,(n,U)+7,(n,U)=0 (24)
C

7,(n,,U)-7,(n,U)=0 (25)

H/_/
C2

elde edilir. (25) denkleminde gerekli islemler yapildiktan sonra
C

(nU)="22 (26)
T

g

ve (26) denklemi (24) denkleminde yerine yazilirsa
(t U> __nnt Tt
’ kz, K

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

n

Teorem 10. « egrisi [ ; Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux gatisina gore (3,4)—

tip slant helis ise o halde, asagidaki denklemler elde edilir:
7,Cs

U)=-2,
(n.U)=">
(tu)= 20 B0t
k K7,

9
Burada c, ve c, sabitlerdir.
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Ispat. Kabul edelim ki (1} Minkowski uzayinda {t, ny,nl,nz} Lorentz-Darboux c¢atis1 ile verilen «

egrisi (3, 4) —tip slant helis olsun. U sifirdan farkli sabit bir dogrultu (vektor alani) olmak {izere,

(n,U)=c,,
(n,U)=c,
yazilabilir. Yukaridaki denklemlerin tiirevini alirsak:
(n,u)=0, 27)
(n,,U)=0 (28)
elde edilir. Buradan (27) ve (28) denklemlerinde tiirev denklemleri yerine yazilirsa:
7,(n, U} =k, (tU)+7,(n,U)=0 29)
C,
7,(n,.U)-7,(n,U)=0 (30)
G
elde edilir. (30) denkleminde gerekli islemler yapildiktan sonra
7,C,
(nu)=-22 (31)
2

ve (31) denklemi (29) denkleminde yerine yazilirsa
T,C,  TT,Cy

(tU)=—"—+

K, k7,
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
SONUC

Bu ¢alismada daha 6nce farkli uzaylarda farkli ¢atilar {izerine yapilmis bazi ¢alismalar incelenmis
ve bu ¢alismalar daha ileri bir noktaya taginmistir. Ancak bu ¢alismada, Minkowski 4-uzayinda bulunan
spacelike ve timelike hiper-diizlemler tizerinde egriler ile ilgili teoremler ve 6nermeler verilmistir. Bu
uzayda Frenet vektorleri ile verilen Lorentz-Darboux ¢atist kullanilarak, bazi 6zel slant helisleri elde
edilmistir.

Cikar Catismasi

Makale yazarlar1 aralarinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi olmadigini beyan ederler.
Yazar Katkisi

Yazarlar makaleye esit oranda katki saglamis olduklarini beyan eder.
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