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Ozet

Bu makalede, Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin sag tarafi ile ilgili baz1 tahminleri ikinci tlirevlerinin
mutlak degerleri preinveks olan fonksiyonlar i¢in C kosulu altinda genislettik.
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Hermite-Hadamard Type Integral Inequalities For Functions Whose Second
Derivative Are Preinvex

Abstract

In this paper, we extend some estimates of the right hand side of a Hermite-Hadamard type inequality
under the condition C for functions whose second derivatives absolute values are preinvex.
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Giris

a,beR, a<b, I=[a,b] ve f:I—>R konveks bir fonksiyon ise

f@)+f(b) 1)
2 2

f(“bngjf(x)dxs
b-a-
esitsizligi Literatlirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Bu esitsizligin son
yillarda birgok genellestirilmesi yapilmistir, 6nek olarak (Alomari ve ark., 2010;
Dragomir ve ark.,1998; Dragomir ve ark., 2000) ve onlarin kaynaklar1 verilebilir.
Asagidaki Lemma ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonsiyonlar icin ispatlandi

(Dragomir ve ark., 2000):

Lemma 1. f:/cR —> R, I’ (I nm i¢i) lizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir

fonksiyon, [a,b] c I’, a<b olmak iizere ", [a,b] iizerinde integrallenebilir ise,

2

j t(1=2)f"(ta + (1~1)b)dt, )

0

b—a)
2

f@+fk) 1
2 b—a

[ fe =

esitligi saglanir.
Lemma 1’1 kullanarak (Hussain ve ark., 2009)’de s-konvex fonksiyonlar i¢in asagidaki

Hermite-Hadamard tipli esitsizligi ispatladi:
Teorem 1. f:/ cR —> R, I’ iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon,

a,bel, a<b olmak iizere ", [a,b] iizerinde integrallenebilir olsun. Eger sabit bir

s 6(0,1] ve ¢ >1 igin |f"|q s-konveks ise l+l:1 olmak {izere
p q

f@+fb) 1" (b=a)’| |1 @[ ") |
‘ R A { (+2)(s+3) | ®
2.67
Uyar 1. a) (3) esitsizliginde s=1 alinirsa
flay+fb) 1 % (b-a)' ||f" @] +|1"®) |
‘ 2 b_aif(x)d“ 2 { 2 @

b) (3) esitsizliginde s=1ve q=1 alinirsa
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|f(a);f(b)_bia [ rnas] <t lza) [If <a>|;|f ( >I} )
Materyal ve Metotlar

Bu makalede, giris kisminda bahsedilen (4) ve (5) numarali esitsizlikler C kosulu
altinda preinveks fonksiyonlar i¢in elde edildi. Simdi Sonuglar ve Tartisma kisminda

kullanilan bazi tanimlar1 verelim.

Tanmmm 1. KcR" ve n:KxK —> R stirekli fonksiyon olsun. Eger Vx,ye K ve
t €[0,1] i¢in x+n(y,x) € K ise K ya n ya gore inveks bir kiime denir
Her konveks kiimenin 7(y,x)=y—x fonksiyonuna gore invex oldugu agiktir. Fakat

bunun tersi genelde dogru degildir, yani konveks olmayan inveks kiimeler mevcuttur
(Antczak, 2005).

Preinveks fonksiyonlar ilk kez Weir ve Mond tarafindan asagidaki sekilde tanimlandi:

Tammm 2. K cR" inveks bir kiime, f:K — R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger

Vx,yeK ve t€[0,1] i¢in

f(x+mp,0)) <A=0)f(x)+1f ()
esitsizligi saglaniyorsa f ye 77 ya gore preinveks fonksiyon denir. (Weir ve ark., 1998).
Her konveks fonksiyon 7(y,x)=y—x fonksiyonuna gore preinveks fonksiyondur,

ancak bunun tersi genelde dogru degildir.

n fonksiyonu {izerine asagidaki kosul Mohan ve Neogy tarafindan konulmustur
(Mohan ve ark., 1995).

C Kosulu: KcR", n:KxK —> R’ ya gore inveks bir kiime olsun. Vx,ye K ve
t €[0,1] igin

n(y,y+m(x,y))=-tn(x,y)

(6)
77(%)’"‘”7(%)’)) = (l_t)n(xay)

C kosulundan Vx,y e K ve 1,,t, €[0,1] i¢in

n(y+6n(x, ), y+tn(x,y)) = (6, —1,)n(x, ).
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Noor (Noor, 2007) preinveks fonksiyonlar icin asagidaki Hermite-Hadamard

esitsizligini ispatladu:

Teorem 2. [ :[a,a+n(b,a)]—>(0,), a,beK’, a<a+n(b,a), K deki reel sayilarmn
bir aralig1 iizerinde preinveks fonsiyon olsun. Bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanir:

2a+n(b,a) I f@)+ fa+n(b,a)) _ f(@)+ f(b)
f( : jsn(b’a) j F(x)dx < : < . .

a

Sonugclar ve Tartisma

Lemma 2. KcR, n:KxK —>R’ya gore inveks ve acik bir kiime, a,bek,

a<a+n(b,a), f:K—>R ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f”,

[a, a+n(b, a)] araliginda integrallenebilir ise asagidaki esitlik saglanir:

f@flarnbw) 1
2 n(b,a) - Rl

= @j’t(l—t)f"(a +t77(b,a))dt

Ispat. a,beK ve KcR, n:KxK — R’ya gore inveks oldugundan V¢ €[0,1] igin
a+tn(b,a) € K dir. Ispat Lemma 1 ile ayn1 olup, (7) esitliginin sag tarafindaki integrale

iki kez kismi integrasyon uygulandiginda esitlik kolayca goriiliir.

Teorem 3. KcR, n:KxK —>R’ya gore inveks ve agik bir kiime, a,beK,
a<a+n(b,a), f:K—>R ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon, f",

[a,a+n(b,a)] arahginda integrallenebilir olsun. |/”

. [a,a+n(b,a)] izerinde
preinveks ve 7:KxK — R fonksiyonu C kosulunu sagliyorsa asagidaki esitsizlik

saglanir.



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi / The Black Sea Journal of Sciences

114
Sf@+f(an.o) L nz(b,a)(|f"(a)|+|f"(a+77(b,a))|J )
2 nb,a) 7 12 2

Ispat. n:KxK — R fonksiyonunun C kosulunu saglamasi durumunda (6) esitligi

kullanilarak;
f"(a+mb,a))|=|f"(a+nb,a)+A-D)n(a,a+n(b,a)) ©)
<t|f"(a+nb,a)|+1A-0)|f"(a)|

elde edilir. Bu esitsizlik (7) esitligi ve | f”| nin preinveksligi kullanilirsa,

f@+ f(a+nb.a) 1 70
’ 2 n(b’a) I f(x)dx

a

_ nz(lza,a) j‘|t(1_t)||f”(a +m(b,a))) dt

f"(a+n(b,a))]dt

2 b, 1 )
sy}[t(l—t)[(l—z)f (a)|+1

2
)| @)+ (a+nb,a0)
12 2

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.

Uyan 2. a.) (8) esitsizliginde 7(b,a) = b —a alinirsa (5) esitsizligi elde edilir.
I’
/" (@+n.0) <]/ (0)
oldugundan (8) esitsizliginden ayn1 zamanda

f@+ f(a+nba) 1“1
2 n(b,a) J

b.) (8) esitsizliginde

nin preinveksligi kullanilirsa

Snz%a)(If”(a)I;If"(b)IJ (10

esitsizligi elde edilir.

¢.) Teorem 3 de, n: KxK — R fonksiyonu iizerine C kosulu konulmadigi
f”
elde edilir.

taktirde, nin preinveksligi kullanilarak benzer ispat yontemiyle yine (10) esitsizligi
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Teorem 4. KcR, n:KxK —>R’ya gore inveks ve agik bir kiime, a,beK,

a<a+n(b,a), f:K—>R ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon, f”,

n|4

[a,a+77(b, a)]

tizerinde preinveks ve n:KxK — R fonksiyonu C kosulunu sagliyorsa asagidaki

[a,a+1n(b,a)] arah@inda integrallenebilir ve ¢>1 olsun.

esitsizlik saglanir.

|f(a)+f(a+77(b’a)) B 1 a+n(b,a)
| 2 n(b,a)

S (x)dx

1 (11)
i f"(a+77(b,a))|q}q

a

12

. nz(b,a>(|f "(a)f
2

n|q

g1 ve Holder esitsizligi

kullanilirsa, l + l =1 olmak iizere
P 4q

f@+ flatnb,a) 1 ‘”"j”’”)
2 n(b,a)

1

_ . a)“t(l t)| 17 (a+mb,a))|di

S (x)dx

a

1

b9 (b a) Ul‘(l t)dt] Ut(l_t)[(l_t)v"(a)r+t|f"(a+t77(b,a))|q}dt]q

0 rccanat ]
2.6 '
_roalr ) emo) |
i 12
2.6
b |f1(@) +| 1" (a+me.a) )
12 2

elde edilir ve boylece ispat tamamlanur.
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Uyar 3. a.) (11) esitsizliginde (b, a) = b —a alinirsa (4) esitsizligi elde edilir.
b.) (11) esitsizliginde | f "| nin preinveksligi kullanilirsa
[f"(a+n,a))|<|f"(b)|

oldugundan (11) esitsizliginden ayn1 zamanda

f@+[(atnba) 1 P
; : T [ fax

a

1 (12)

<#&@@WWWHF@WT

12 2

esitsizligi elde edilir.
¢.) Teorem 4 de, n: KxK — R fonksiyonu iizerine C kosulu konulmadigi

taktirde,

f "| nin preinveksligi kullanilarak benzer ispat yontemiyle yine (12) esitsizligi

elde edilir.

Teorem 5. KcR, n:KxK —>R’ya gore inveks ve acik bir kiime, a,beKk,

a<a+n(b,a), f:K—>R ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon, f",

A [a,a +n(b, a)]

tizerinde preinveks ve 7:KxK — R fonksiyonu C kosulunu sagliyorsa asagidaki

[a,a+77(b,a)] araliginda integrallenebilir ve ¢ >1 olsun.

esitsizlik saglanir.

f@+ flasnba) 1
2 o | S0

(13)

<wwﬂ{yzy Npﬂ>p@ﬂwW+vwwmwﬂmqq

8 2 3 2
F(E +p)

Ispat. (7) esitligi, | /[’

icin (9) esitsizligi,

f "|q nin preinveksligi ve Holder esitsizligi

kullanilirsa, l + 1 =1 olmak iizere
JZ}
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: g j F(x)dx

n’(b,a) |
:T£|t(l—t)|

‘f(a)+f(a+n(b,a)) e

f"(a+m(b,a))|dt

=

7"(a+n(, a))|"}dqu

=

2
n (b,a)
2

f"(a)|q +t

j[t” a —t)PdtJ

F(E +p)

2

7 (b,a) JE}P 22 AT (p+1) (

£1(a) +|f" (a+n®,a) T
rc+p)

S |-

/(@) +

N (b,a){z P\/3;F(p+1) {( /() +|f"(a+n(b,a))|q)jtdt}q

£"(a+n,a) J
2

elde edilir. Burada
272 7T (p +1)

[—rydi= 3
0 F(E+p)

ve
INa)= Ie’”u“’ldu
0

Gamma fonksiyonudur. Bylece ispat tamamlanir.

Uyan 3. a.) (13) esitsizliginde | f "| nin preinveksligi kullanilirsa

" (a+n.a) <[f"(5)

oldugundan (13) esitsizliginden ayn1 zamanda
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f(a)+:f(a'%ﬂ(b,a))__ 1 e
2 n(b.a) J

a

(14)

1
o 1
< n%b@[ﬁ J; o+ | (17 @) ) )
-8 2 F(z +p) 2
esitsizligi elde edilir.

b.) Teorem 5 de, n: K xK - R fonksiyonu iizerine C kosulu konulmadig:

taktirde,

f "| nin preinveksligi kullanilarak benzer ispat yontemiyle yine (14) esitsizligi

elde edilir.
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