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BASIT M/M/1 KUYRUGUNUN DAGILIM FONKSIYONU 
VE BEKLEME ZAMANI* - 

Huseyin YILDIRIM Hiisnu’ BARUTOGLU 

OZET 

Bu calismada, kuyruk teorisinde bekleme zamanlari ve 
ortalama bekleme zamani tzerinde duruldu. Bekieme zaman 
dagilimiz ve ortalama beklieme zamani incelemek icin M/M/1 
kuyrugu ele alanmisttir. 

SUMMARY: 

In this study, it has been considered the waiting times 
and average waiting time in queueing theory. M/M/1 queue were 
investigated. toe show tehe distrubition of of waiting time and 
the average waiting time. 

1.GIRIS 

Bu béllimde bekleme zamanlari ve ilgili dagilimlari 
bulmak icin bazi temel bilgiler verildi. 

1.1.BIR KUYRUK DURUMUNUN ACIKLAMASI 

Bir kuyrugun durumunun, kuyruktaki musterilerin 
sayilariyla de&istigini stylevebiliriz. Bir miusterinin bekleme 
zamani veya serviscisinin mesguliyet periyodlari gibi bagi 
hesapiamalara yiinelik detayi1 bir calisma icin, bir kuyruégun 
yapisinin aciklamasinin yeterli olmadizi gérulllecektir. 

Kuyruk sisteminin herhangi bir durumda varilis ve/veya 
servis zamanlarinin deZistigi hallerde zaman icinde 
gelecekteki bir noktada, kuyrugun bir durumundaki kuyruk 
olasiligi hasaplanabilir. Eger kuyrugun bu olasi1ligi1 
hasaplanabilir ise, mesguliyet periyodiari, bekleme zamanlari, 
servis zamanlari gibi faktérler bulunabilir. 

Herhangi bir zamandaki kuyrugun, herhangi bir durumunu 
gosteren denklemler asagida verilmistir. 

*ITI.Ulusal Matematik Sempozyumunda bildiri olarak sunulmustur 
10



Pe(Si)= RKurugun, ¢ zamaninda $1; durumunda olma olasiligi. 
Te(S1,52,a)=t zamaninda baslayip a birim zaman araliginda 

$1 durumundan $2 durumuna yer deistirmenin 
olasiligidir. 

Olasilik denklemi ise, 

Pe+a(S2)Sz Pe(Si.)Tt(S1,82,a) (1.1) 
tum S$: durumlari 

seklindedir,t+a zamanindaki olasilik denkiemleri ile t 
anindaki olasilik denklemleri arasindaki bir iliski vardir. 
Kuyruktaki mligsterilerin sayis1 kuyrugun durumunu tayin etmede 
Snemlidir. Tte(S:i,82,a) gecis Olasiliklari. t'den tta 
aralifSindaki kuyruktan ayrilmaiar ve gelismelerin ilgili 
olasiliklaridir. 

[t,tta] araligindaki gelislerin Savisl. aralizin 
baslangic:1 olan t'den Gnce en son gelen musterinin gelis 
zamanina ve aralik uzunluguna baglidir. Bu dnceki gelisten 
sonraki T zamaninin §t uzunlugundaki cok kulctik bir aralikta 
gelis sansi ele alinarak gisterilebilir. Eger f(t) gelis arasi 
Oolasilaklarin olasilik yogunluk fonksiyonu ve onun daégilim 
fonksiyonu F(t)= fF (u)du ise, P(T,&t) kiicuk bir araliktaki bir 

- gelisin olasiligi “oimak lizere, 

{(T,T+dt) arasindaki da#ilimin orani} 
  P(T, &t)= 

{T'den fazla dagilimin orana} 

olur. Cok kuctk §&t varsa (T,T+ &t) bbigesindeki daZilimin 
oranini bir dikdortgen gibi dusutnelim. Genisligi dt ve beyu 
f(T) olsun, T'den sonraki gelislerin dagilimi 1-F(T)'dir. 
Buradan, 

f(T) gt 
P(T,dt)=—____. . (1.2) 

1-F(T) 
olur. 

(1.2) denklemi T ve ét'nin bir fonksiyonudur. Béylece a 
uzunlugundaki bir aralikta gelislerin Say1s1, sadece a'ya 
bagii olmayip, ayrica araligin baslangicindaki ilk gelen 
musteriden sonraki zamana da baglidir. Benzer olarak herhangi. 
bir araliktaki kuyruk sisteminden ayrilislar, araligin boyuna 
ba&li olur ve araligin baslangicinda sttrmekte olan herhangi 
bir servisin sUresi aralik boyunca sabit kabui edilir. 

Herhangi bir zamandaki kuyrugun durumunu matematiksel 
calismasinin yapilmas1 icin asagidaki tanimlamalar yapilir. 
lL. Ruyrugun uzuniluzu, 
2,En son gelen mlisterinin gelisine kadar gecen zaman. 
3.$u andaki tlim servis zamaniarinin stiresi. 

i.1.1,0ZEL BIR DAGILIM FONKSIYONU 
Eger,(1.2) denklemi T’den bazimsiz ise, 2 ve 3'lUn bilinmesine 
gerek yoktur. Bu gereklilik baZimlilik sarti. 

f(T) dt f(T) dt 
P(T, §t)=kdét= = =k.dt 

1-F(T) 1-F(T) 
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f(t) = k[1-F(T)] 

dF (T) 
= k({1-F(T)] 

dT 

dF (T) 
—— = kdT 
[1-F(T)] 

olur. Son ifadenin integrali alinirsa, 
-log[1-F(T)].= kT+¢ 

olur.Genis aralikkari ve servis zamanlari pozitif oldugu icin, 

F(0) = 0 dir. C=0 oldugundan, 

{-F(T)=+e7kt 
F(T)=l-e-kt 
f(t)=ke-kt 

elde edilir. Bu ifade negatif wustel dagZilimdir. Dagiliimin 

ortalamas1i olan I/k ayni zamanda zaman ortalamasidir. Buradaki 

k, gelislerin orani veya varsayim altindaki servis oranl Zibi 

oranti sabiti olarak dlisuntilebiiir. Bu dagilim, sekil (1.1) de 

verilmistir. 

f(t)se-kt 

    

   
ortaiama=1/k 

! 

¥ 

Sekil 1.! 

1.1.2 M-NEGATIF USTEL DAGILIM 
Yukarida gésterildigi gibi. bir negatif Ustel dagilima 

sahip olan bir x rastlanti degiskeninin olasilik yogunluk 

fonksiyonu, 

  

i 

f(x)= enx/a , OLxXK<e@ (1.4) 

A 

seklinde tanimlanir. 

1.1.3 EY- ERLANG DAGILIMI 

pbk+Et xk e7bx 

‘ f (x) =————____—_ » Of X <a (1.5) 

k! 
Bu dagilim, negatif Usteil dagilimdan daha _ genel bir 

dagZilimdir. Cunkti dafilim k ve 0 gibi iki ayri parametreye 

baglidir. 
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1.1.4 D ~ DETERMINISTIK DAGILIM 

% OQ, x<a 
f(x)j= [rca = (1.6) 

o 1, x2a 

Bu durumdaki x degerleri, a Uzerinden alinir. 

1.1.5 KENDEL'IN KUYRUK GOSTERIMI 
Gelis zaman dagilimi/Servis zaman dagilimi/Hizmetci Sayis1 

M/M/1, M/M/n, M/D/1, Es/Et/i,... 

1.1.6 MARKOV PROSESTI 
Indeks kUmesindeki n sayida zaman noktasinin herhangi 

bir ti<t2<...<tn kumesi icin, Xtn nin Xti, Xeo2. Xt3.....Ntnei 
nin verilen degerlerine gire sartii dagilimi yalnizca Xtn-1'in 
degerine bagli ise, {Xt, t € T} prosesine’ Markov prosesi adi 
veilir. Buna gére, herhangi gercel Xi, Ka, X3,..., Xn sayllari 
icin, 

P(Xtn= Xn/ Xt1 = x1,.Xea = X2,+++, Xtn-1=Xn-1) 
=P(Xtn=Xn/ Xtn-15Xn-1) 

olur.” 

1.1.7 POISSON PROSESI 
Durum uzayi kesikli ve dagilim fonksiyonu sttrekli olan 

Snemli bir olasilik prosesidir. 

Bir kentten baska bir kente gelen telefon konusmalari. 
arabalarin bir benzin istasyonuna gelmeleri. alicilarin.. bir 
magazaya gelmeleri poisson prosesi icin drneklerdir. 

1. Verilen bir zaman araliginda ortaya cikan olaylarin sayisi 
yalnizca zaman araliginin uzunluguna ba#lidir. 

2. Olayiarin ortaya cikisi bir birinden bagimsizdir. Verilen 
bir zaman araliginda ortaya cikan olaylar, bu aralikla ortak 
nektasi olmayan baska bir aralikta ortaya cvikan olayiari 
etkilemezler, | 

3. Cok klictk bir dt zaman araliginda iki yada daha cok olayin 
ortaya cikmasi1 olasiliéi, tek olayin ortaya eLrkmasi 
olasilizindan cok daha kuctiktlir. 

2.1 BASIT BIR KUYRUK (M/M/1) 
‘ Gelisler arasit negatif tistel daZilimli, servis zamani 
negatif Uste]l dagilimli ve bir bzel hizmetcili kuyruk. 

2.1.1 PARAMETRELERIN DAGILIMI 
f(t) gelis arasi zaman dagilimi ve gelisler arasi 

ortalama aralik a olsun. O halde, 

f(ty= rer (2.1) 
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olur. Burada, A= Musterilerin gelis orani=l/a dir. g(u) 
servis zaman daZilim fonksiyonu ve ortalama servis zaman, s 
oisun. O zaman, 

g(u)= He-#t (2.2) 
olur. Burada. p= servis orani=i/s dir. Pi fi) = t anainda 
sistemde ji tane mitsterinin olma olasilig1. i?0 aise, servisin 
yapildigi bir musteri ve servis icin bekleyen (i-1) musteri 
olacaktir. 

2.1.2 KUYRUK ICIN OLASILIK DENKLEMLERI 
t zaman uzunlugunu, dt’den t+ dt'ye kadar oldugunu 

diistinecegiz. Arali&in baslangicindaki Peli) olasiliklarina 
dayanarak Pe+ge(O)=Pt(O)X(aralikta gerceklesmeyen oclasiliklar) 

+ Pi(l)X(araliklta tamamlanmis bir servisin 

olasil1&1) 

+ Pe (2)X(aralikta tamalanmis iki servisin 
olas1i1#1) 

+o... 
(2.1} ve (2.2) denklemlerinden, ortalama bir musterinin 
gelisinin olasiligi. kuctkk bir dt degeri icin <Adt dir. 
Aynl sekilde, arailikta bitecek bir servisin olasiligi pét dir. 
Aralikta gerceklesen iki olayin olasili&1, yani iki gelis, iki 
ayrilis veya bir gelis, bir ayrilis, dt? ile orantili 
olacaktir. Biz konumuzda, dt'nin katiarini ihmal edecegiz. 

Baslangicta sistemde hic musteri yokken, arailik hic bir 
seyin olmamas1 olasilié#i, araliza hic bir musterinin 
ulasmamasidir. Yani (i- adt) dir. Buylece yukaridaki olasilik 

denklemi, 

Peagt(O)=Pe(O)C1-rAst) + Pe(iye dt + ac dt?) +#...(2.3) 
seklindedir. (t+¢t} anindaki diger olasiliklar icin denklemler 
ayni formdadir. 

Peest(j)=Pt(j) (aralikta hic bir olayin olimamasi) 

+Pe(jJ-L) Caraligi bir miusterinin gelmesi 
olasii1ig1) 

+Pt(j+l) (aralikta sevisi  tamamianmis bir 
musterinin olasil1é£1) 

taraliktaki cok katli olaylarin terimleri. 
Bu denkiem, j=i,2,3,4,...,® icin saglanir. Aralikta hic bir 
seyin olmamasi olasiligi, su anda ne hir gelisin ne de bir 
servisin olmamasi olasiligidir. Yani, (1-A6t)(i-pét}dir. Bu 
halde denklem, 

Pr+de (i) = 

ee OD (2.4) 

seklinde duzenlenir. Bu (2.3) ve 2.4) denklemlerini yeniden 

ts 
14



duizenlersek, 

[Pt+dt (0)—Pt (0) ] 
; =pPt (1}-AP: (0) +0 (ht?) (2.5) 

t 

[Pt+ dt (J) -Pt(j)] 
rr =Pe(j-i)tyPe (j+1)-CAtp)+Pe (j) +0 (St? ) 

t 

j=l,2,3,4...,@ (2.6) 
t —?0 oldugundan bu denklemier, 

d 
——— Pte(0} = wPe(1)-APt (0) (2.7) 
dt 

d 

aL PeCj)=AP ec (j-1)tuPe (j+1)-(Aty) Pt (j) (2.8) 
t 

j=l.2,3,4...,0 
seklende elde edilir. 

2.1.3 BIR KUYRUGUN SABIT DURUMU 
Genel olarak, zamanin belirii bir noktasindan sonraki 

kisa bir periyoddan ziyade, uzun zaman periyodunda bir 
kuyrugun hareketi Uzerindeki olasilik denklemierinden 
gOrebilirizki, ustel terimler t'nin biivuk deSerlerji icin ihmal 
edilebilir (1). Boylece, Pj; olasiliklari dlzgeun olarak t'den 
bafimsiz terimlere vakinsayacak. Sistemin . sabitligi, 
sistemdeki mUsteri sayisinin deistmediZi anlaminda degil; 
sadece olasiliklarin degismedigi anlaminda sabittir. 

Uzun bir zaman periyodu ttzerindeki kuyrugun hareketi 
sabit durum olasiliklari ile belirlenecektir. Sabit durum 
olasilaklarinin denklemleri, zamana bazi1 olasilik 
denklemlerinden daha koylaydir. Burada, sabit | durum 
Olasiliklarinin denklemleri zamandan Daz1MS1z oldugundan, 
denklemlerden tiyi atabiliriz. Bundan dolayi, 

P(j)=sistemde bulunan j tane musterinin sabit durum olasiligi. 
j=0:1,2,3,...,% (2.9) 

“seklindedir. Sabit durumda da, ‘ 

  

d . 

Pe(j)=0 - (2.10) 

j=0,1,2,3, 1,0 
olur. (2.7) ve (2.8) denklemlerinden, ‘ 

uPCijJ- P(O)=6 (2.11) 
ve . 

AP(j-1L)4tuP(jti)- (Atu)P(j)= 0 (2.12) 
j=l, 2,3,...,0 

ifadeleri elde edilir.(2.11) ve (2.12) denklemleri birlikte 
giz Gniinde bulundurularak, 

t
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wP(j)=APCF-1) 
Trig er Feeney 

elde edilir. Buradan da, 
uP(1) = AP(O) 
wP(2) =AP(1) 

pP(3). = AP(2) 

wP(j-1) = AP(j-2) 
MPC 5) =AP(j-1) 

ve 

ws PCL1)P(2)...PCj-1)P(3) =AJP(O)PCi)...PCj-2)PCj-1) 
BIP(j) =MPCO) 

P{j) = (A/p)iIP(O) (2.13) 
j 1,2,...5;,0 

elde edilir. Olasiliklilar Toplami Kuralindan, 

DP. PCJ)=l = P (Asn) SPO) 

J 

j=o }=0 
P(0) AS It icin 
= (2.14) 

L-(A/y) 
P(O) = [1-(/p] 

bulunur. (A/p) = olarak gisterilirse, olasiliklar, 
P(jj)= gitl- 9 ) bulunur. 

2.1.4. MUSTERI BEKLEME ZAMAN DAGILIMI 
Sabit durum olasilikliari, O6zellikie musteriler sisteme 

geldigi bir anda gecerlidir. Sistemde j miusterinin oimasi1 
olasil1i#1 (2.13) ile verilmistir. Bir mlsteri geldigi zaman 
sistemde musteri yoksa, milsteri servis icin beklemek zorunda 
degildir. Sistemde hic mUsterinin olmadigi P(O) sabit durum 
olasilizi ile gisterilir. Servis icin beklemek zorunda olmayan 
bir miisterinin olasilig1. 

P(O)= 1-9 (2.15) 
dir. Diger butun durumlarda mlisteriler beklemek zorundadir. 
Bir mlisteri geldiginde sistemde j tane misteri varsa, servisin 
yapilmasi icin, j] tane mttsterinin servisinin yapilmasini 
beklemek zorundadir. Cunkli sistemli olarak kuyruza ilk gelene 

ilk servis yvapilir. 

Bekleme zamanini muhtelif bélumler olarak ele alacagiz. 
Musterinin servis zamanindan sonraki, ilk mlisterinin servisi, 

gelisi uUzerine yapilir. Diger (j-1) mlisterinin Gzel servis 

zamanlari, diger safhalarda yapilir. Eger Wy; mtisterilerin 
bekleme zamani ise, 

Wj= ritS2 +S3t...4+5j (2.16) 
olur.Burada, ri= varsayim altindaki musterilerin gelisi 
lzerine servisi yapilan mUsterilerin servis Zamaninin kalan 

Kismidir. $2,53,...,S3 varsayim altindaki mulsterilerden Unce 

servis bekleyen (j-i}tane mlisterinin 6zel servis zamanlaridir. 
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Ozel servis zamaninin dagilimi bilinen ustel dagilim- dir. Dagilimi bilinmevyen bekleme zZahaninin bir parcasi olan r, dir. Varsayim altindaki milsterilerin gelisi Uzerine servisi yapilan musterilerin servis zamaninin artan kismi r, dir. Gelislerden tnceki T zamaninda baslayan servis dagilimini ele alalim. Toplam servis zamani olan T+r: Negatif ustei dagilimina sahiptir. r, ‘in Olasilik yoguniuk fonksiyonu,g(r1) olsun. Buradan, F(T) Negatif uUstel Da&1limin toplam olasilik yogunluk fonksiyonu olsun. 
F(T) = t-e-#T 

pe~H(ttri) 

&(r1)dr,;=—___________ q,,, 2.17) 
[1~F(T)] 

olur. oo 

0 halde, 
feta (Ttri) 

a(rijdr, sO 

e-ut 
= pe ~hidri 

(2.183 

Olur. Yani, servis zamaninin artan kismi olan’ Ti, tanimlanmis servis zaman: gibi tam olarak (Negatif Ustel Dagilima) ayni dagilima sahiptir. , 

2.1.5.TEOREM 
Baslangictan itibaren j inci olayin ortaya cikisina kadara gecen zaman TitTat....+T; olur. TitTa+.../.4Tj olasilik degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu, Gamma olasilik yogunluk fonksiyonudur, — . 

Ispat: (2.2) de verilin tistel Olasilik: yog#unluk fonksiyonunun moment cikaran fonksiyonu, 

Lu . 

Mr(S) = E(est) = —__ 

  

u-S 

Olur. T,,T2,....,T bagimsiz Olasilik deSiskenleridir, Buna gore, : 
Z = TitT2+....+T 

nin moment cikaran fonksiyonu, 

Mz(S) = EfestTi+T2+....4Tja7 

= [M2 (S)]3 
-H J 

Li -S | (2.19) 

buiunur. (2.19) Gamma Olasiiik Yogunluk fonksiyonunun moment cikaran fonksivonudur. 2 = TitTat+....4+Tj nin Olasilik vogunluk fonksivonu, 
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f2(Z) = OF I j-ide-h2 , Z7>oa 

(in)! , (2.290) 
= Q » 2£0 

seklinde yazilair., 

W5'nin bilesenlerinin daZilimi bilinen ustel da#ilamdir. 

Ayrica servis zamanlari birbirinden bagimsizdir. Bu halde W; ' 
nin dagilimini bulabiliriz. Teorem 2.1.5'e gutre, 

Wy= t'nin Olasiiik Yogunluk fonksiyonu, 
pitisicriernt 

iit) =—_———_______. (2.21) 

(j-1): 
seklinde builunur. t aninda beklemekte olan bir musterinin 
herhangi sayis1 icin, bir t aninda beklemek zorunda olan 
musterilerin olasiliklarinin toplami olmalidir. Wt) Olasilik 
Yo&unluk fonksiyonu: olsun. Buradan, 

a 

W(t) = 2 PCW CE) 
j=a 

Py pigtt-tberut 

= (1-9) 94 

3=2 (jr-l): 

© (ugtyint 

=(1-9) gue-Ht > 
j=1. 

(i-1)! 
=(1-9)Gue-kti-git (2.233 

olarak hesaplanir. Bu fonksiyon, bu kuyrukta (M/M/1) bekleven 
bir musterinin bekleme zamanini tam olarak tanimlar. 
Ortalama bekieme zaman.. 

§ ew tjdt = StCi-p) guewii-Pt at 
oO Q 

  = fs g S$, S=!/y (2.23) 
(i-? )p (1-9) 

seklindedir. Sabit durumdaki sistem icin mluisterilerin ortalama 
SAY1S51, 0 

Sistemdeki ortalama sayi = JPCS) 

jro 
a 

= 2 i9i(1-9) 
jFo 

-_*__. (2.24) 
(i-¥) 

kuyruktaki miisterinin ortalam sayisi, 

LG-pP= 2 FG-pa-g) 
j=l JP 

2 

= —s__ (2.25) 
seklindedir, '-$ 
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1-P(0) 
1- (1-9) 

9 (2.26) 

Serviscinin utulasyonu 

dir, 

3.1.4. ENGELLI M/M/1 KUYRUGU 
Rastgele gelisli ve gegatif tustel servis zamanli tek 

serviscili, nm musterinin bulunmas: durumunda, &® olasilik 
birlestiren basit kuyrugu ele alalim. Buradaki om sabiti 
Os%<1 seklindedir. Kuyruk birlesim olasiligi tUstel - olarak a dagilimli, daha bityuk veya daha kUcuk kuyruk uzunluk oranz ile 
azalir. : , 

A= engelden dnceki mUsterilerin gelis orani. | 
H= servis orani 

Buniara gire sabit durum olasiliklari. 
AP(0)spP(1) 
Citra) SpP(nt+h)+Ayer? P(n-1) 
isn <a (3.1) 

buradan, . 
P(n)= A/ugm-1 (n-1) olur, 

y=A/m olarak alinirsa, 
P(n)=un.Aipee. pcg) (3.2) Oénte . 

Olur. Olasiliklarin toplamindan, 
Fr nin-1) oa 

P(n)=i,P(0)-1 =DPun ac = 
n=0o n=0 ; 

- (3.3) 
Olur.Sistemin utililsationu= i-~P(0) 
Engel olusturmayan sistemin utilisationu U dur, Oyle ki 
engeli olusturan mUsterilerin, bir kisimini veren (1-P(0))/U 
dan kuyruk uzunlugu ile musteriler Vazgecirilemez. Engelin 
olusma olasiligi. 1-(i-P(0))/U dir. 

  

kuyruktaki mlisterilerin oo 
ortalama sayisi = (n-1)P(n) 

n=} 

a 

= >} nP(n)-[1-P(0)] (3.4) 
n=1 oO 

Sistemindeki mUsterilerin ortalama Sayisi= 9 nP(n) 
f(t) bekleme zaman daZiiimi, n=a 

F.} pnta-Ler-we 

f(t) => oP (n) (3.5) 
n=1 (n-1)! 

seklindedir. Buradan, ortalama bekieme zaman, 

Co n a 1 C] 

2. x P(n)= — ¥ nP(nti) 
n=1 uw n=o olur. 
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