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BASIT M/M/1 KUYRUGUNUN DAGILIM FONKSIYONU
VE BEKLEME ZAMANI* .

Huseyin YILDIRIM Husnu BARUTOGLU

UZET

Bu calismada, kuyruk teorisinde bekleme zamanlari ve
ortalama bekleme zamani lzerinde duruldu. Bekleme Zaman
dagiiimi ve ortalama Tbekleme =zamani incelemek icin M/M/I
kuy¥rugu ele alinmistar.

SUMMARY:

In this study, it has been considered the waiting times
and average waiting time in gqueueing theory. M/M/I queue were
investigated. to show tehe distrubition of of waiting time and
the average waiting time,

1.GIRIS

Bu bdlumde bekleme zamanlari: ve ilgili dagilimlar:
bulmak icin bazi temel bilgiler verildi.

1.1.BIR KUYRUK DURUMUNUN ACIKLAMASI

Bir kuvrugun durumunun, kuyruktaki miusterilerin
say:lariyla degistigini soylevebiliriz. Bir musterinin bekleme
zamani veya serviscisinin mesguliyet periyodiari gibi bhaza
hesaplamalara ytnelik detayli bir calisma icin, bir kuyrugun
vapisinin aciklamasinin yeterli olmadigi gérUlecektir.

Kuyruk sisteminin herhangi bir durumda varilis ve/veya

servis zamanlarinin degistigi hallerde zaman icinde
gelecekteki bir noktada, kuyrugun bir durumundaki kuyruk
olasi1l1g1 hasaplanabilir. Eger kKuyrugun bu olasi111&:

hasaplanabilir ise, mesguliyet periyodlari, bekleme zamanlar:,
servis zamanlari gibi faktorler bulunabilir.

Herhangi bir zamandaki kuyrugun, herhangi bir durumunu‘
gosteren denklemler asagida verilmistir.

*IITI.Ulusal Matematik Sempozvumunda bildiri olarak sunulmustur
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Pt (S1}= Rurugun, t zamaninda S; durumunda olma olasii:ga.
Tt(S1,82,a)=t zamaninda baslayip a birim zaman aral:iginda

S1 durumundan S2 durumuna vyer degistirmenin

olasiligidir.
OClasi1lik denklemi ise,

Pe+a(82)=Z Pt (S.)Tt(S:,52,a) (1.1)

tim S; durumlari
seklindedir.t+a zamanindaki olasiliik denklemlieri ile t
anindaki olasilik denklemleri arasindaki bir iliski wvard.ir.
Kuyruktaki miisterilerin sayisi Kkuyrugun durumunu tayin etmede
dgnemlidir., Tt(S:,S52,a) gecis olasiliklar:. t'den t+a
araligindaki kuyruktan ayriimalar ve gelismelerin ilgili
olasiliklaridir. :

[t,t+a] araligindaki gelislerin sayisi, araligin
baslangici olan t'den Once en son gelen misterinin gelis
zamanina ve aralik uzunluguna baglidir. Bu onceki gelisten
sonraki T zamaninin &t wuzunlugundaki cok kiucUk bir aralikta
gelis sansia ele alinarak gosterilebilir. Eger f(t) gelis arasi
olasiliklarin olasalik yogunluk fonksiyonu ve onun dagiliim
fonksiyonu F(t)= L&(u)du ise, P(T,&t) kicuk bir araliktaki bir
- gelisin olasi1l1&1 olmak lzere,

{(T,T+6t) arasindaki dagilimin orant}

P(T,8t)=
{T'den fazla dagilimin orani}

olur. Cok kucuk &t varsa (T.T+ &t) bolgesindeki dagilimin
oranini bir dikdortgen gibi dusUnelim. Genisligi &t ve boyu
f(T) olsun. T'den sonraki gelislerin dagilima |-F(T)'dir.
Buradan,

f (1) 4t

P(T,8t) smmme—o , & (1.2)
1-F(T)
olur,

(1.2) denklemi T ve dt'nin bir fonksiyonudur. Boylece a
uwzunlugundaki bir aralikta gelislerin sayisi1, sadece a'va -
bagli olmayip, ayrica araligin basiangicindaki ilk gelen
muisteriden sonraki zamana da baglidir. Benzer olarak herhangi.
bir araliktaki kuyruk sisteminden ayrilislar. araligin boyuna
bagli1 olur ve araligin baslangicinda stirmekfe olan herhangi
bir servisin stresi aralik boyunca sabit kKabul edilir.

Herhangi bir zamandaki kuyrugun durumunu matematiksel
calismasinin yapilmasi icin asagidaki tamimlamalar vapiiir.
[.Euyrugun uzunlugu,
2.En son gelen mlsterinin gelisine kadar gecen zaman.
3.85u andaki tUm servis zamanlarinin siresi,

1.1.1.0ZEL BIR DAGILIM FONKSIYONU

Eger,(l.2) denklemi T'den bagimsiz ise. 2 ve 3'Un bilinmesine
gerek yoktur. Bu gereklilik bagimlilik sarti,

f(T)§t f(T)d't

]
|
~
(=)
“+

p(T, §t) =k §t=

1-F(T) 1-F(T)
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f(t) = k[1-F(D)]

dF(T)
= k[1-F(T)]
dT
dF (T)
— = kdT
[1-F(T)]

oclur. Son ifadenin integrali alinirsa,
~log[1-F(T)] = KkT+C

olur.Genis araliklari ve servis zamanlari pozitif oldugu icin,
F(0) = 0 dir. C=0 oldugundan,

[-F(T)=e-kt
F(T)=l-e-kt
£(t)=ke-xt

elde edilir. Bu ifade negatif tstel dagilimdir. Dagilimin
ortalamasi olan l/k ayni zamanda zaman ortalamasidir. Buradaki
k, gelislerin orani veya varsayim altindaki servis orani gibi
oranti sabiti olarak diistinilebilir. Bu dagilim, sekil (l.1) de
verilmistir.

L

f(t):e-kt

ortaiama=1/k

l

£(t)

s PE——— %

Y

t
Sekil .1

1.1.2 M-NEGATIF USTEL DAGILIM

Yukarida gisterildigi gibi. bir negatif Ustel dagilima
sahip olan bir x rTastlant: degiskeninin olasilik vogunluk
fonksiyonu,

1
f(x)= emX/A , Dix<w . (1.4)
A
seklinde tanimlanir.
1.1.3 Ek— ERLANG DAGILIMI
pk+l xk g-bx
' f(x)= , 05 x (o (1.3)

k!

Bu dagilim, negatif Ustel dagilimdan daha genel bir
dagilimdir. Cunki dagilim k ve Db gibi iki ayri parametreye
baglidir.
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i.1.4 D ~ DETERMINISTIK DAGILIM

X 0, x<a
f(x)= J,f(u)du = (1.6)
o 1 . x2a

Bu durumdaki x degerleri, a Uzerinden alinir.

1.1.5 KENDEL'IN KUYRUK GUSTERIMI
Gelis zaman dagilimi/Servis zaman dagilimi/Hizmetci say1si
' M/M/1, M/M/n, M/D/t, Ex/Et/1,...

1.1.6 MARKOV PROSESI

Indeks kumesindeki n sayida zaman noktasinin herhangi
bir ti<ta<{...<tn kumesi jicin, Xtn nin Xti1, Xt2. Xt3.,....Xtn-1
nin verilen degerlerine gére sartl: dagilima vyalnizca Xtgp-1'in
degerine bagli ise, {¥t, t € T} prosesine Markov prosesi ad:
veilir. Buna gdre, herhangi gercel X,, X2, ¥3,..., Xn sayilar:

i¢in,

P(Xtn= Xn/ Xt1 = X1,Xt2 = X2,..., Xtn-1=Xn-1)

o ‘ =P{(Xtn=xn/ Xtn-1=Xn-1)
olur.
1.1.7 POISSON PROSES!

Durum 'uzayi kesikli ve dagilim fonksiyonu siirekli olan
onemli bir olasi1lik prosesidir.

Bir kentten ©baska bir kente gelen telefon konusmalari,
arabalarin bir benzin istasyonuna gelmeleri, alicilarin  bir
magazaya gelmeleri poisson prosesi ic¢in drneklerdir.

1. Verilen bir zaman araliginda ortaya cikan olaylarin savisi
vyalnizeca zaman araliginin uzunluguna baglidir.

2, Olaylarin ortaya c¢i1kis: bir birinden bagimsizdir. Verilen
bir zaman araliginda ortaya c¢ikan olaylar, bu aralikia ortak
noktas: oimayan baska bir aralikta ortaya c¢ikan olayiar:
etkilemezler.

3. Cok kucuk bir dt zaman aralig&inda iki yada daha cok olavin
ortaya cikmasi olasiliga, fek olayin ortaya cikmas:
olasi1i:gindan cok daha kucuktir.

2.1 BASIT BIR KUYRUK (M/M/1)
’ " Gelisler aras1 negatif Ustel dagilimii, servis zamani
negatif Ustel dagilimli ve bir Uzel hizmetcili kuvruk.

2.1.1 PARAMETRELERIN DAGILIMI
‘ f(t) gelis arasi zaman dagilimi ve gelisier arasi
ortalama aralik a olsun. O halde,
fet)= ne M (2.1)
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olur. Burada, A= Musterilerin gelis orani=l/a dir. g(u)
servis zaman dagilim fonksivonu ve ortalama servis zaman, s
olsun. O zaman,

g(u)= He-nt (2.2)
olur. Burada, u= servis orani=li/s dir.Pt (i) = t aninda
sistende i tane musterinin olma olasi1lig&:. i>0 1ise, servisin
vapi1ldigil bir musteri ve servis ic¢in bekleyen (i-1) mUsteri
olacaktir.

2.1.2 KUYRUK ICIN OLASILIK DENKLEMLERI
t zaman uzunlugunu, Jt'den t+ &t 've kadar oldugunu
diisiinecegiz. Araligin baslangicindaki Pe (i) olasiliklarina
dayanarak Pt+ gt (0)=Pt(0)X(aralikta gerceklesmeyen clasiliklar)
+ P:{1)X(araliklta tamamlianmis bir servisin
olas1li1g1)

+ Pt (2)X(aralikta tamalanmis 1iki servisin
clasi1l1g&1)

N
(2.1) ve {2.2) denklemlerinden, ortalama bir misterinin
gelisinin olasi1l181. klUcuk bir dt degeri icin Xx&t dir.
Ayni sekilde, aralikta bitecek bir servisin olasiligi pudt dir.
Aralikta gerceklesen iki olayin olasiligi, yani iki gelis, iki
ayrilis veya bir gelis, bir ayrilis, dt2 ile orantilzx
olacaktir. Biz konumuzda, dJt'nin katlarini ihmal edecegiz.

Baslangicta sistemde hic miisteri yokken, aralik hig¢ bir
sevin olmamas: olasiligl, araliga hic bir midsterinin
ulasmamasidir. Yani (l- »2dt) dir. Biylece yukaridaki olasilik
denklemi,

Pe+dt (0)=Pe (0) (1-28t) + Pe(pdt + 0 §t3)  +...(2.3)
sekiindedir. (t+dt) anindaki diger e¢lasiliklar icin denklemler
ayni formdadir.

Pt+St (j)=Pt(j) (aralikta hic bir olayin olmamasi)

+Pt(j-1) (aralig: bir misterinin gelmesi
olasi1ligi)

+Pt(j+1) (aralikta sevisi tamamlanmis bir
musterinin olasiligi)

+araliktaki cok katli olaylarin terimleri.
Bu denklem, j=1,2,3,4,...,» ic¢in saglanir. Aralikta hic Dbir
seyin olmamas: olasi11i1g1, su anda ne bhir gelisin ne de bir
servisin olmamasi olasiligidir. Yani, (I-26t)(1-uét)dixr. Bu
hatde denklem,

) (L=26t) (1-udt)+Pe (j=1) N dt+Pr (j+1)pdt

vee s 0D (2.4)

Pe+de (§)
+
j=

Ll e |

Pe (i
(dt2)
!2!35

seklinde duzenlenir. Bu (2.3} ve 2.4) denklemlerini yeniden

[
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duzenlersek,
[Pt+4¢{0)~Pt (0)]

3 =pPe (1)-2Pe (0)+0(dt2) (2.5)
t
[Pe+dge (3)-Pe(j)]
e =Pt (J=1)+uPt (§+1)=(A+p)+Pe (j)+0(dt2)
i=1,2,3,4.,., > (2.6)
t —>0 oldugundan bu denklemler,
d
——— Pt (0) = WPt (1)-2Pt(0Q) (2.7
dt
d
—E—~ Pt (J)=2Pt (j-1)+uPe (j+1)=(A+u) P () (2.8)
t

ji=1.2,3,4...,¢c0
seklende elde edilir.

2.1.3 BIR KUYRUGUN SABIT DURUMU

Genel olarak, =zamanmin ©belirii bir noktasindan sonraki
kisa bir periyoddan ziyade, uzun Zaman perivodunda bir
kuyrugun hareketi Uzerindeki olasiiik denklemlerinden
gorebilirizki. Ustel terimler t'nin buyuk degerleri icin ihmal
edilebilir {(l). Boyvlece, Pj olasiliklar: duzgun olarak t'den
bagims:z terimlere vakinsayacak. Sistemin . sabitligi,
sistemdeki muUsteri sayisinin defistmedigi anlaminda degil
sadece olasiliklarin degismedizi anlaminda sabittir.

Uzun bir zaman periyodu tizerindeki kuyrugun hareketi
sabit durum olasiliklar: ile belirlenecektir. Sabit durum

olasilaklarinin denklemleri, zamana bagli olasilik
denklemlierinden daha koylavdir. Burada, sabit  durum
olasilikiarinin denklemleri zamandan bagimsiz oldugundan,

dénklemlerden t'yi atabiliriz. Bundan dolayi.

P(j)=sistemde bulunan j tane mlsterinin sabit durum olasilizi.
j=0.1,2,3,..., (2.9)
seklindedir. Sabit durumda da, ‘ ’

d .
Pt(j)=0 ' B (2.10)
j=0,1,2,3,...,m
olur. (2.7) ve (9 8) denklemlellnden, . '
wP(i)- P(0)=0 (2.11)
ve _
AP(i=1)+uP(j+1)- (A+A)P(J} 0 (2.12)

J"l 2,3,

ifadeleri elde edilir.(2.11) wve (2.12) denklemleri birlikte
gz oninde bulundurularak,

,__
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uP(j)=2P(j-1)
j= 3~ !"'!w

elde edilir. Buradan da,

wP (1) = AP{0)
pP(2) =2P(1)
pP(3) =2P(2)
uP(j-1) =2P(j-2)
wP(i) =2P(j-1)
ve
pd P(L)P(2)...P(j-D)P(j) =NPOYP(L)...FP(j=-2)P(i-1)
pIP(3) =xF(0)
P(j) = (»/u)IP(0) (2.13)
j = 192.-'-'909
elde edilir. Olasiliklar Toplam: Kuralindan,
2 P(id=L =2 (Muw)IP(0)
1=0 1=0
P(O) Al icin
 EEAR—— (2.14)
I=(/u)
P(0) = [i=(A/p]
bulunur. (*/pm) = olarak giésterilirse, olas:liklar,
P(j)=gi(1-9) bulunur.

2.1.4. MUSTER! BEKLEME ZAMAN DAGILIMI

Sabit durum olasiliklar:, dzeilikle musteriler sisteme
geldigi bir anda gecerlidir. Sistemde j musterinin olmas:
olasi1li1gr (2.13) ile wverilmistir. Bir musteri geldigi zaman
sistemde mUsteri yoksa, misteri servis icin beklemek zorunda
degildir. Sistemde hi¢ muUsferinin olmadig: P(0) sabit  durum
olas111g1 ile gésterilir. Servis icin beklemek zorunda olmayan
bir musterinin olasilig1.

P(O)= 1-9 (2.153)
dir. Diger butun durumlarda musteriler beklemek zorundadir.
Bir musteri geldiginde sistemde j tane miisteri wvarsa, servisin
yapilimasi icin, j tane musterinin servisinin vapilmasini
beklemek zorundadir. Ciunku sistemli clarak kuyruga ilk gelene
ilk servis yapilir. '

Bekleme zamanini muhtelif bolumler olarak ele alacagiz.
Misterinin servis zamanindan sonraki, ilk musterinin servisi,
gelisi Uzerine yapilir. Diger (Jj-1) musterinin ©zel servis
zamanlari, diger safhalarda yapilir. Eger W; misterilerin
bekleme zamani ise, :

Wi= r.+S2 +S3+...45; (2.16)
olur.Burada, r,= varsayim altindaki misterilerin gelisi
izerine servisi yvapiian muUsterilerin servis zamaninin kalan
kismidir. $2,83,...,S; varsayim altindaki mdsterilerden @nce
servis bekleyen (j-1)tane mlsterinin tzel servis zamanlaridir.
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Ozel servis zamaninin dagilimi bilinen Ustel dagiiim-
dir. Dagilimi bilinmeven bekleme Zamaninin bir parcas: olan
ry dir. Varsayim altindaki misterilerin gelisi Uzerine
servisi yapilan mUsterilerin servis Zamaninin artan kismi r,
dir. Gelislerden dnceki T Zamaninda baslayan servis dagilimin:
ele alalim., Toplam servis zaman: olan T+r: Negatif Uste]
dagilimina sahiptir. r, 'in olas:li1k yogunluk fonksiyonu,g(r,)
olsun. Buradan, F(T) Negatif tstel Dagilimin toplam olasilik
yogunluk fonksivonu olsun.

F(T) = 1-e-u1
pe-# tt+r1)

g(r1)dr= . de, 2.17)
[1-F(T)]
olur. :
0 halde,
pe-#(T+ry}
g(r:)dr,=
e-rT
= ue'llrldrl (218)

olur. Yani, servis zamaninin artan kismi olan T:, tanimlanm:s
servis zamani gibi tam olarak {Negatif Ustel Dagilima) avnt
dagilima sahiptir. ’

2.1.5.TEOREM

Baslangictan itibaren J inci olayin ortava c¢ikisina
kadara gecen zaman T.+T2+....4T; olur. Ti+To+. .0 4T3 olasilik
defiskeninin olasilik voguniuk fonksivonu, Gamma olasiiik
yoguniuk fonksiyonudur. : : :

Ispat: (2.2) de verilin Ustel olasilik  wyozunluk fonksiyonunun
moment cikaran fonksiyonu, ' :

W .
Mr(s) = E(est) = ——_—
H=5

olur. T,.T2,....,T bagimsiz vlasil:k degiskenleridir. Buna
gore, ’

I = Ti+T2+....+T
nin moment c¢ikaran fonksiyonu,

Mz (S) E[estT1+T}+....+Tj1]

[Mz (S)]4

K J
[u -S J S (2.19)

bulunur. (2.19) Gamma Olasilik Yogunluk fonksiyonunun moment
cikaran fonksivonudur., Z = Ty+T2+.,...+T; nin olasilik voguniuk
fonksiyvonu,

o

"
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o

f2(2) = — Zti-1)e-hz , L >0
(i—-1)! (2.20)
= 0 . 2 £ 0
seklinde vazilir.
W; ' nin bilesenlerinin dagilima bilinen tistel dagilaimdir.

A¥rica servis zamanlari birbirinden bagimsizdir. Bu halde Wj; °
nin dagiliminiy bulabiliriz. Teorem 2.i.3'e gtre,

Wi= t'nin Olasi1l1k Yogunluk fonksiyonu.

wittio1le-nt
f(ty = (2.21)
(i-13!

seklinde bulunur. t aninda beklemekte olan bir misterinin
herhangi sayisi icin, bir t aninda beklemek zorunda olan
msteriterin olasil:iklarinin toplami olmalidir. W{t) Olasilik
Yogunluk fonksivonu olsun. Buradan,

W(t) = 2 F(i)Wy(t)
ng pifi-1re-nt
= _(1-9) ¢
J=1

(j=1):

o (p_gt).i'l
=(1=8) gue-nt EZ
J=1 .
(j=1)!
=(1-¢)Que-rti-g1t (2.22)
olarak hesaplanir, Bu fonksiyon, bu kuyrukta (M/M/1) bekleven
bir misterinin bekleme zamanini tam olarak tanimiar.
Ortalama bekleme zamani.

§ tWetydt = (t(i-p) pue-uii-grt gt
Q Q
g b

(1-§)w (i-9)
seklindedir. Sabit durumdaki sistem icin muUsterilerin ortalama
sayisi, o

S, S=1/u {2.23)

Sistemdeki ortalama sayi = iP(i)
j=o
[+:]
= 2 igU-9
J=0
-5 (2.24)
(1-9)
kuvruktaki miisferinin ortalam sayvisai,
o ol J
2 G-DPG= 2 SG-1(-9)
j:] J=1
2
S (2.25)
seklindedir. -8
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1-P(0)
E=(1-9)
¢ (2.26)

Serviscinin utulasyonu

dir.

3.1.4.ENGELLI M/M/! KUYRUGU

Rastgele gelisli ve gegatif Ustel servis zamanli tek
serviscili, n misterinin bulunmasi durumunda, s olasiiik
birlestiren basit kuyrugu ele alalim. Buradaki e sabiti

0sot<] seklindedir. Kuyruk birlesim olas1lig1r Ustel " olarak &

dagilimli, daha buyUk veya daha kUcuk kuyruk uzunluk orani ile
azalair. ‘ . .

A= engelden ®nceki musterilerin gelis orani.’
M= servis orani
Bunlara gitire sabit durum olasiliklar:.
AP(0)=pP (1)
(u+)uﬂ)=pP(n+l)+)hg'1 P(n~1)
[fn <w (3.1)
buradan, .
P(n)= »pxn-t(n-1) olur.,

p=%4M olarak alinirsa,
P(n)=un S p(0) (3.2)
Dén<dom -
olur. Olas:liklarin toplamindan,
w o0 nin-1)
P(n)=1,P(0)~! =27 Un o
n=o n=o
. (3.3)
olur.Sistemin utililsationu= 1-P(0)
Engel olusturmayan sistemin utiligsationu U dur, Uyle ki
engeli olusturan musterilerin, bir kisimini veren (1-P(0)) /U
dan kuyruk uzunlugu ile mlsteriler vazgecirilemez. ©Engelin

olusma olasiligi, 1-(i-P(0))/U dir.

kuyruktaki muUsterilerin )
ortalamsa sayisi = (n=1)P(n)
=t
o
= 7 nP(n)-[1-P(0)] (3.4)

ns=si 0
Sistemindeki musterilerin ortalama say15v=§£ nP({n)
f(t) bekleme zaman dagilim;i, n=o

w untn-le-ut
() =Y <P (n) (3.5)
n=1 {(n-i)!

seklindedir. Buradan, ortalama bekleme zamanai,

1] n n 1 -
2. — o P(n)= — 3_nP(n+1)
n=1 u A n=o olur,
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