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Oz

Literatiirde Fibonacci ve Lucas sayilarinin birgok genellestirilmesi bulunmaktadir. Bu genellestirmelere bir 6rnek olarak
k — Fibonacci ve k — Lucas sayilari verilebilir. Bu ¢aligmada kisitlamasiz k — Fibonacci ve k — Lucas genellestirilmis
kuaterniyonlar1 tanimlanmustir. Kisitlamasiz kelimesinden, kuaterniyonlarin sirali tabanindaki versorlerin katsayilarinin
keyfi k — Fibonacci ve k — Lucas sayisi olarak atanabilmesi kastedilmektedir. Bu dogrultuda, kisitlamasiz k — Fibonacci
ve k — Lucas genellestirilmis kuaterniyonlarinin iireteg¢ fonksiyonlar1 ve Binet formiilleri elde edildikten sonra, bilinen
bazi 6zdesliklerin genellestirmeleri verilmistir.

Anahtar kelimeler: Genellestirilmis kuaterniyonlar, k — Fibonacci sayilari, k —Lucas sayilari

Abstract

There are many generalizations of Fibonacci and Lucas numbers. One of them is k — Fibonacci and k — Lucas numbers.
In this study, we introduce unrestricted k — Fibonacci and k — Lucas generalized quaternions. The word “unrestricted”
means that we can determine the coefficients of the versors of the basis of the quaternions arbitrarily. In this manner, we
give generating functions and Binet formulas for the unrestricted k — Fibonacci and k — Lucas generalized quaternions
and obtain generalizations of some well — known identities.
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1. Giris

Fibonacci ve Lucas dizilerinin tamsay1 dizileri arasinda en gohretli diziler olduklari sdylenebilir. Fibonacci ve
Lucas sayilari sirasiyla;

F=0F=LF, =F,,+F,_, (=0 vel,=2L =1L =L, +L_, (n=0)
bagintilari ile tanimlanirlar. Fibonacci sayilarina, bu sayilar Leonardo Fibonacci’nin “Liber Abaci” isimli
kitabinin sonunda birakmis oldugu tavsan probleminin ¢6ziimii olmasi nedeniyle bu isim verilmistir. Bu sayilar
giinliik hayatimizin birgok yerinde karsimiza cikabilirler. Ornek olarak doga, miizik ve finansal piyasalar
verilebilir (Koshy, 2001).

Fibonacci ve Lucas dizilerine benzer olarak Pell ve Pell — Lucas sayilar1 sirasiyla;
R=0R=LR=2R,+R, (n20)veQ,=1Q =1Q,=2Q,,+Q,, (n=0)

bagintilar1 vasitasiyla tanimlanirlar. Pell sayilari ilk olarak bazi Diophantine denklemlerinin ¢6ziimii olarak

karsimiza ¢ikar (Koshy, 2014). { Fn } ) { Ln } ) { Pn } Ve{Qn } dizileri igin iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla

& 2—X

. ” . « .
Z Z T1ox—x2 72 P T ° 2 Qi C1-2x—x?

X— X n=0 n=0
seklindedir. Fibonacci ve Lucas sayilar i¢in Binet formiilleri

S
a—-p

velL,=a"+ 4"

dir. Burada « = sayilart x* —x—1=0 karakteristik denkleminin kokleridir. Pozitif kok

1+ZJ§ ve ﬁzl—zﬁ

«altin oran olarak bilinir ve Fibonacci sayilari teorisinde ¢ok 6nemli bir rol oynamaktadir. Pell ve Pell — Lucas
sayilarinin Binet formiilleri ise sirasiyla;

3 -0 veQn=7 +0
y—0 2

seklindedir. Burada ¥ =1+ \/§ ve o =1—\il§ sayilar1 x* —2x—1=0 Kkarakteristik denkleminin kokleridir.
Pozitif kok ¥, metalik oranlar arasinda glimiis oran olarak bilinir ve altin orana benzer bir rolii vardir.

Fibonacci ve Lucas dizilerinin birgok ilging 6zelligi bulunmaktadir. Bu 6zellikleri bagka dizilere genisletmek
amaciyla bircok genellestirmenin yapildigi goriilmektedir. Bu genellestirmeler igin iki temel yontem goze
carpmaktadir. Birinci yontem baslangi¢ kosullarini koruyup rekorsif bagintiyr degistirmek iken ikinci yontem
ise rekorsif bagintiy1 koruyup baslangic kosullarini degistirmektir.

Birinci yonteme bir érnek Falcon ve Plaza (Falcon ve Plaza, 2007) tarafindan tamimlanan K — Fibonacci
sayilaridir. kK bir pozitif reel say1 olmak iizere K — Fibonacci sayilari

|:k,n = ka,n—l + I:k,n—2

rekorsif formiilii ile tamimlanirken baglangi¢ kosullari F, ;=0 ve F, =1seklindedir. K — Lucas sayilari ise
Falcon (Falcon, 2011) tarafindan asagidaki rekorsif formiil ile tanimlanmigtir

Lk = kLk,n—l + Lk,n—2 .

n
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Baslangig kosullart L, =2 ve L, , =k seklindedir. k=1 icin K — Fibonacci ve K — Lucas sayilar1 sirasiyla

Fibonacci ve Lucas sayilarini verirken, K = 2 igin ise Pell ve Pell — Lucas sayilarini verirler. {Fk'n} ve {Lk'n}

dizileri i¢in iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla;

> n X n
2P = e e e e e

n=0

=3
=3

Fen X TH e Lon=x"+4" @
X —H
k+vk*+4 k—vk®+4
seklindedir. Burada y = T Ve u= T sayilar1 x* —kx—1=0 karakteristik denkleminin

kokleridir.

Kuaterniyonlar, Sir W.R. Hamilton tarafindan 1843 yilinda kesfedilmistir (Hamilton, 1853). Sonrasinda ise
bagka kuaterniyonlarin tanimlandigr goriilmektedir. Bu c¢alismada iki parametreli genellestirilmis
kuaterniyonlar ¢alisilacaktir. o ve ¢ reel sayilar olmak tizere genellestirilmis kuaterniyonlarin kiimesi

K ={a+ be; +ce, +des:a,b,c,d € R}

olarak tanimlanir. {1,91, 92,93} taban elemanlarinin ¢arpimi asagidaki tablodaki gibidir:

Tablo 1. {lelaezaeg} taban elemanlarinin garpimi

‘ 1 & €, &
1 1 g e, e
& & —c & 08,
€, €, —€3 < ge
& & o€, —£e —-o¢

(O' ) C ) = (1, l) icin K, Hamilton kuaterniyonlarini verirken, (O' ¢ ) = (1, —1) i¢in ise split — kuaterniyonlar1 verir.
Buna  gore, i=0123i¢ina; veb; ER olmak  lizere O, =a, +ae +a,e, +a,e, ve
q, =b, +be, +b,e, +b.e, iki genellestirilmis kuaterniyon ise toplama islemi

4 +0q; :(ao+bo)+(a1+b1)e1+(a2+b2)ez+(a3+b3)es’

carpma iglemi ise

0,0, = 3,0, —oab —gab, —ogab, + (aobl +ab, +dab, —dagb, )el
+(ab, —oab, +ab, +oazh e, +(ah, +ab, —a,b, +ab,)e,

seklinde tanimlanir. g katerniyonunun eslenigi

0, =8, - a8 — 3,8, — a8,

iken normu ise
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N(a,)=ai +afc +aj¢ +alog 2
seklindedir.

Fibonacci kuaterniyonlart Horadam (1963) ve Lucas kuaterniyonlari ise lyer (1969) tarafindan
Qn = Fn + Fn+1e1 + Fn+2e2 + Fn+3e3 ve Kn = Ln + Ln+1e1 + Ln+2e2 + Ln+3e3 (3)

olarak tanimlanmigtir. Halic1 (2012) Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 i¢in Binet formiillerini

Q=20 ve K, a4 pp
—

seklinde vermis ve bu formiilleri kullanarak bazi 6zdeslikler hesaplamustir. Akyigit vd. (2013), split Fibonacci
kuaterniyonlarini incelemislerdir. Sonrasinda Akyigit vd. (2014), genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlarmi ¢alismuslardir. Ramirez (2015), k — Fibonacci ve K — Lucas kuaterniyonlarim
tamimladiktan sonra Polatli vd. (2016), split kK — Fibonacci ve K — Lucas kuaterniyonlarini incelemislerdir.

Bilgici vd. (2017) ise kK — Fibonacci ve k — Lucas genellestirilmis kuaterniyonlarini tanimlayarak bu sayilar
icin bir¢ok 6zdeslik vermislerdir.

Ek olarak Pell ve Pell — Lucas kuaterniyonlari1 hakkinda benzer bir¢ok ¢alisma goze ¢arpmaktadir (Cimen ve
Ipek, 2016; Catarino, 2016; Tokeser vd., 2017).

Yukarida bahsedilen ¢alismalarin tamaminda {1, elaezyeg} tabaninin katsayilari, (3) esitligine benzer sekilde

ardigik Fibonacci, Lucas, Pell veya Pell — Lucas sayilari olarak se¢ilmistir. Benzer durum Bilgici vd. (2017)’nin
K — Fibonacci ve K — Lucas genellestirilmis kuaterniyonlar1 taniminda da goriilmektedir. Bu c¢alismanin

yukarida zikredilenlerden farki, {161,92,93} tabanimin katsayilarmin rasgele K — Fibonacci ve kK — Lucas

sayis1 olarak atanabilmesidir. Buna gore kisitlamasiz K — Fibonacci ve K — Lucas genellestirilmis
kuaterniyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 1.1:

k bir reel say1, n negatif olmayan bir tamsay1, a,b ve ¢ tamsayilar olmak iizere, kisitlamasiz K — Fibonacci

ve K — Lucas genellestirilmis kuaterniyonlar sirasiyla;

(ab,c) _
Yk - I:k,n + I:k,nJrael + Fk,n+bez + I:k,n+ce3 (4)

n
ve

b,
Zlg?n K = Lk,n + Lk,n+ae1 + Lk,n+be2 + Lk,n+ce3 (5)

seklinde tanimlanir.
Fk],n = (—1)n+1 Fk,n ve Lk',n = (—1)n Lk’n bagintilar ile (4) ve (5) esitlikleri vasitasiyla

Y = ()™ R, + (D*F,, + (D™, + ()T, ]
ve

2800 = ([l + (DL + (DL + (DL,

bulunur. Ayrica K — Fibonacci ve K — Lucas sayilarmin tanimindan kolayca
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(a,b,c) (a,b,c) (a,b,c) abc) (a,b,c) (a,b,c)
Ykn kYknl +Ykn2 VeZ kZknl +an2 (6)
esitligi elde edilir.
2. Uretec fonksiyonlar: ve binet formiilleri

Kisitlamasiz K — Fibonacci {Yk("';’b’c)} ve K — Lucas {Z,ﬁf",;b’c)} genellestirilmis kuaterniyon dizileri igin iireteg

fonksiyonlar1 agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.1:

K bir reel say1, a,bvec tamsayilar olmak iizere {Yk(’i’b’c)} ve {Zlf‘:ir;b’C)} dizilerinin tireteg fonksiyonlart

o (a,b,c) (a,b,c) (ab,c)
Sy -8 XU KRG ™
k,n .
n=0 1_ kX —X
ve
& panay 2 X(ZE SKZE)
z “ 1—kx —x? @
seklindedir.

Ispat: F(x)ziYk{an’b'c)x”olsun. F(x), sirastyla 1, =KX ve x? ile ¢arpilirsa

n=0
F(X) =Y5 +Y529%+ >y ooy, 9)
n=2
—kxF (x) = —KY, 5%+ D Y& (10)
n=2
ve
SRF () =D Y8 (1
n=2

elde edilir. (9), (10) ve (11) esitlikleri taraf tarafa toplanip (6) denklemi kullanilirsa
(L kx=xX*)F(X) =Y 579 + x(Y.5P9 —ky, 59

bulunur ki, bu ise (7) esitligini verir. (8) esitliginin ispati benzer sekilde yapilir. o

Kisitlamasiz K — Fibonacci ve K — Lucas genellestirilmis kuaterniyonlar1 i¢in Binet formiilleri asagidaki
teoremde verilmistir.

Teorem 2.2:

kK bir reel say1, n,a,b vec tamsayilar olmak iizere n — yinci kisitlamasiz K — Fibonacci ve K — Lucas
genellestirilmis kuaterniyonlar1 sirasiyla

Yk(i be) _ XX —HU (12)
X—H
ve

ZEP = " + " (13)
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seklindedir. Burada

r=1l+ e+ 1’6, + 1% (14)
ve

p=L g+ e, + e, (15)
dir.

Ispat: (1) Binet formiilii ve (4) esitligi kullanarak

Yo =R +F

n

el + Fk,n+bez + I:k,n+ces

n+a

:_Zi#[(zn_/Jn)_'_(ZnJra_lunJra)el_‘_(Zner_Hn+b)e2+(ln+c_lun+c)e3i|

e

= ﬁ[(“ e+ 1, + x0e ) " —(1+ wle + e, + ycez)ﬂn]

n+a n+a

b b
e+x""e, +Zn+ces)_(/v‘n +u"e + u"e, +;un+ce3):|

bulunur. Son esitlik denklem (12)’yi ispatlarken, denklem (13)’iin ispat1 benzer sekilde yapilir. o
Asagidaki sonug ileride elde edilecek olan 6zdesliklerin ispatlarinda kullanilacaktir.
Lemma 2.3:

k bir reel say1, a,b ve ¢ tamsayilar olmak iizere

yu=A+Vk?+4B (16)
ve

uy=A-\k*+4B (17)
dir. Burada

A=ZP? -1-0(-)* ~¢ () - oy (-2

Ve
B={(-1)° Fpc&to -D° Fecaf t (-° Feants
seklindedir.

Ispat: (14) ve (15) esitlikleri carpilirsa

AH =(1+Zael + 7', +)(°e3)(1+ ule + ue, +y°e3)
=1-0(-0" {0 g (- + (1" + 4 + S 1 =G ul ey
2"+ i+ or it — o e, + (20 + = A e,
=1-0(-1)* ¢ (=)’ - (-1)° + [kaa D (- )]el
b (e [l 0 (-
-2889 1 (-0 ~ (1) oL (1)
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K+ 4] CD Fp e + 0 (-1 F o, + (D" F 8 |
elde edilir. Son esitlik denklem (16)’y1 verir. Denklem (17) benzer sekilde elde edilir. o
3. Sonuclar
Bu boliimde yukaridaki bilgilerin 15181 altinda kisitlamasiz K — Fibonacci ve K — Lucas genellestirilmis
kuaterniyonlarmin bazi 6zellikleri elde edilecektir. ilk olarak en genel 6zdesliklerden birisi olan Vajda
0zdesligi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.1:

Her k reel sayisi, I,s,t,a,b ve ¢ tamsayilar igin

Yk(,z:fs’C)Yk(,?f{C) _Yk(,i:’b’C)Yk(,?fs’?t = (-1’ Fk,s (AFk,t - BLk,t) (18)
ve

25078 ~ M) = ()™ (K + 4R, (AR, ~BLy,) (19)
dir.

Ispat: Kisitlamasiz K — Fibonacci genellestirilmis kuaterniyonlarinin Binet formiiliinden

(a,b,c)v/ (a,b,c) (a,b,c)y/ (ab,c)
yabay(abo) _y @by

krss Vhor rasit
= k2—1+4[(w( —W”S)(M”‘ —ﬂu”t)—(m' — " )(;c;ct — )}
=i (—;cwc”sﬂ”‘ g W = e )
= lfz_i); (—zuﬂcsu‘ ™ =y )
= é;i);[—ﬂmu‘ (7 =)+ ur (2 —ar°) |
= %[Wﬂt —,UZZtJ
:%[(m K2+ 4 B)/j —(A— K2+ 4 B)Z‘]

=(-D)’ Fk,s (AFk,t - BLk,t)
elde edilir. Son esitlik denklem (18)’i ispatlar. Denklem (19) benzer sekilde elde edilir. o

Vajda 6zdesligini kullanarak Catalan ve Cassini 6zdeslikleri elde edilebilir. Vajda 6zdesliginde T ——S
alinirsa agagidaki teoremde verilen Catalan 6zdesligi elde edilir.

Teorem 3.2.

Her k reel sayisi, r,s,a,b ve ¢ tamsayilari i¢in

YGEONGED ~[¥200 T = (-1 (ARE, +BR, L) 20
ve
z{00ze09 [0 = (1) (k2 +4)(ARZ, +BF L. ) (21)
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dir.

Catalan 6zdesliginde S —1 alinirsa Cassini 6zdesligi asagidaki gibi bulunur.

Teorem 3.3.
Her k bir reel sayisi, r,a,b ve ¢ tamsayilari igin
YSENEST - [¥G T = () (A+KB)

ve
Z(a,b,c)zé:s\r,zc) _[Zéi,b,c) :|2 _ (_1)r+1 (k2 (A+ kB)

k,r+1

dir.
Bir bagka 6nemli 6zdeslik agsagidaki teoremde verilen d’Ocagne 6zdesligidir.
Teorem 3.4.

Her k reel sayisi, r,s,a,b ve ¢ tamsayilari icin

Yk(,?Yb’C)Yk(,zflyC) _Y(a'bYC)Y(aVbYC) = (_1)S |:AFk,r—s + BLr—S:I

k,r+1 k,s
ve
ZEPOZE0 ~ 7500709 = (<1) (k* +4)[ AR, +BL,_, |
dir.

Ispat: Kisitlamasiz K — Lucas genellestirilmis kuaterniyonlarmin Binet formiiliinden

(a,b,c)= (ab,c) (ab,c)=(ab,c)
Zkr Zk,s+l Zk,r+1 Zk,s

(" + )™ ) = (e )"+ )

r s+l r+l s s+l r S r+l

= =y e

=(-1° [—xwz“s (x—m)+uxn™ (x —u)]

= (—1)5”( k® +4):zm/‘s —uﬂmr‘s}

=(—1)S+1( k2+4)_(A+ K214 B)Zr’s—(A—\/k2+4 B)y”}
_A(;(r’S —;ﬁ)+\/m B(;(r’S +u )J

=(-1 S”( k? +4)

bulunur ki, son esitlik denklem (25)’1 verir. Denklem (24) benzer sekilde elde edilir. o
Son olarak asagidaki 6zdeslikler verilecektir.

Teorem 3.5.

Her k bir reel sayisi, r,s,a,b ve ¢ tamsayilari igin

(a,b,c) __wv(ab,c) (a,b,c)
Zk,r _Yk,r—l +Yk,r+1 J

(a,b,chy(a,b,c) _wv(abc) r
N =Y =R =R 20 = CFiaran =06 R T B(D)',
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S
ZYK(,?'b’C) Jk' I:Yk(arflc) +Y, (a b,c) — @1+ e +e, + es):|! (28)

r=1

225 = i (2800 +2509 )+ (1— Ej (l+e +e,+e,).

(29)
r=1
dir.
Ispat: Her r tamsayis1 i¢in, K — Fibonacci ve K — Lucas sayilar1 arasinda
Lk,r = I:k,r—l + I:k,r+1
0zdesligi bulunmaktadir (Falcon, 2011). Dolayisiyla her r,a,b ve c tamsayilari igin
Yk(? blc) +Yk(?+blC) = (Fk,r—l + Fk,r+a—1el + Fk,rer—lez + Fk r+c-1 )+(Fk,r+1 + Fk,r+a+lel + Fk,r+b+le2 + I:k r+c+1 )
:(Fk,r -1 + Fk r+1) (Fk r+a-1 + I:k r+a+1)el +(Fk,r+b -1 + Fk r+b+1)ez +(Fk,r+c 1 + Fk r+c+l) 3
= I‘k,r + Lk,r+ael + I‘k r+be + L r+c
_ 7 (abc)
- Zk,r

elde edilir ki, bu ise denklem (26)’y1 ispatlar. Falcon ve Plaza (2007), K — Fibonacci sayilarimin ilk s teriminin
toplami i¢in

: 1
Z I:k,r = E( I:k,s+1 + I:k,s _1)
0zdesligini vermislerdir. Bu dogrultuda

iYk(,?YbYC) = Z(Fk r + Fk r+ael + Fk r+be + Fk r+c )

r=1 r=1

s s s s
= Z I:k,r + elz Fk,r+a +e22 I:k,r+b + 632 I:k,r+c

r=1 r=1 r=1 r=1

%[FK,MF“ ~1+8,(F oo+ Fira =1)

+eZ(Fk,r+b+l + Fk,r+b _1)+e3(F

k,r+c+1

k,r+a+1

+F

)]

B ]k- [( I:k r+l + I:k r+l+ae1 + |:k r+1+be + Fk r+l+c )

+(Fk,r+F

k,r+a™1

& +F 8+ R .8 ) (l+el+e2+e3)]

- i[Yk(?ff) +YP) —(L+e +e, +e,) |

elde edilir ki, denklem (28) ispatlanmis olur. Benzer sekilde Falcon (2011)’un vermis oldugu
> 1

Z I—k,r =1+ E( I—k,s+1 + Lk,s - 2)

r=1

0zdesligi kullanilarak denklem (29) ispatlanabilir.
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